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Capitulo 1

Introduccion al control
automatico

Los sistemas de control automatico son una parte fundamental de nuestra
vida cotidiana. A menudo, pasan desapercibidos, trabajando en segundo plano
para garantizar que todo funcione de manera eficiente y sin problemas. Desde
el termostato que regula la temperatura de nuestro hogar hasta los sistemas de
control de trafico que gestionan el flujo de vehiculos en nuestras ciudades, los
sistemas de control automéatico estan presentes en innumerables aplicaciones y
desempefian un papel crucial en nuestra sociedad.

Pero ¢qué son realmente los sistemas de control automatico? En esencia,
son sistemas disefiados para regular o mantener una variable o un con-
junto de variables en un estado deseado. Esto puede aplicarse a una amplia
gama de sistemas, desde electrodomésticos simples hasta procesos industriales
complejos. En este libro, exploraremos en detalle los principios fundamentales
de los sistemas de control automatico, desde sus conceptos basicos hasta apli-
caciones avanzadas.

Definicion: La RAE define los conceptos de control y automatica como:

Control: «Regulacion o intervencién sobre el funcionamiento de un sistema»




Automatica: «Dicho de un mecanismo o de un aparato;

que funciona en todo o en parte por si solo»

A partir de estas definiciones podemos decir que el control automatico es la
intervencion propia de un sistema sobre su funcionamiento para su operacion,
independiente de la intervencion de un operador humano.

1.1. Importancia de los sistemas de control

En la era actual, en la que la demanda de precision y eficiencia es insacia-
ble, los sistemas de control se han convertido en una herramienta indispensable.
Imaginemos por un momento un mundo sin sistemas de control: la produccién
industrial se volveria caodtica, la navegacién aérea seria insegura, los vehicu-
los automotores serian inmanejables y la estabilidad de los sistemas de energia
eléctrica estaria en peligro constante. Los sistemas de control proporcionan el
equilibrio y la estabilidad en un mundo impulsado por la tecnologia.

Algunos de los aspectos clave de su importancia incluyen:

= Eficiencia energética: Los sistemas de control automatico pueden optimi-
zar el uso de recursos, como la energia. Por ejemplo, un termostato inte-
ligente puede ajustar autométicamente la temperatura de una habitacién
para ahorrar energia cuando no esté ocupada.

= Calidad y consistencia en la produccion: En la industria, los sistemas
de control automatico garantizan que los productos sean consistentes en
términos de calidad y especificaciones. Esto es esencial para la fabricacion
de productos de alta calidad.

= Seguridad: En aplicaciones criticas, como la aviacion y la medicina, los
sistemas de control automatico desempefian un papel vital en la seguridad.
Ayudan a prevenir errores humanos y garantizan un funcionamiento seguro
y fiable.

= Automatizacion industrial: La automatizacién de procesos industriales
mediante sistemas de control automético mejora la productividad, reduce
los costos laborales y minimiza los riesgos para los trabajadores.
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Figura 1.1: Hitos méas importantes en la evolucion de los sistemas de control.

1.2. Antecedentes historicos

Al hablar de regulacion automética, el ejemplo més claro y antiguo es el or-
ganismo humano. Nuestros érganos trabajan incansablemente para mantener
ciertos parametros que nos ayuden a mantener el equilibrio de nuestro organis-
mo, por ejemplo: el nivel de azucar en la sangre o la regulacion de nuestra pupila
ocular o la regulacion térmica.

A nivel industrial los sistemas de control automatico han experimentado una
evolucion significativa a lo largo de la historia (ver figura[T-1), siempre intentando
depender menos de un operador humano. Algunos del hitos mas importantes en
esta evolucién son:

1. La gobernacién centrifuga de James Watt - siglo XVIIl.- El control auto-
matico dio sus primeros pasos a nivel industrial mediante la incorporacion
del regulador centrifugo de velocidad elaborado por James Watt en cola-
boraciéon con Matthew Boulton, con el fin de controlar la velocidad de la
maquina de vapor, lo que dio resultados de optimizacién de combustible.
Esto se dio en el auge de la Revolucion Industrial de ese entonces.

2. Teoria de control - Principios del siglo XX.- La teoria de control co-
menzé a tomar forma gracias al trabajo de ingenieros y matematicos como
Nicolas Minorsky, que en 1922 demostré la estabilizacion de sistemas me-
diante el uso de ecuaciones diferenciales al trabajar en el procedimiento
de controladores automaticos en el guiado de embarcaciones para la Ar-
mada de los Estados Unidos. En 1932, Harry Nyquist resuelve el problema
de estabilidad de un sistema de lazo cerrado mediante un procedimiento
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Figura 1.2: Regulador centrifugo de Watt. Recuperado de:
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros-
tic/21700290/helvia/aula/archivos/repositorio/0/46/html/intro.html.

relativamente simple en el que, a partir de un lazo abierto a entradas sinu-
soidales en estado estacionario, partiendo de la premisade que el circuito
se dice estable cuando una pequefia perturbacion, que se va desvanecien-
do, resulta en una respuesta que se desvanece. Se dice que es inestable
cuando tal perturbacién resulta en una respuesta que crece indefinidamen-
te.

. El control PID - Década de 1930.- A la entrada de la década de los 40
los diagramas de Bode enfocados en los métodos de la respuesta en fre-
cuencia hacen posible a investigadores e ingenieros disefiar sistemas de
control lineales en lazo cerrado que cumplan los requerimientos de diseno.
Los controladores PID (proporcional-integral-derivativo, ver figura [1.3) se
convirtieron en una herramienta esencial en la automatizacién industrial.
Estos controladores proporcionaron una forma eficaz de mantener varia-
bles como la temperatura y la presién bajo control. Su simplicidad y eficacia
los convirtieron en una tecnologia ampliamente utilizada que sigue siendo
relevante en la actualidad.

—

:
- m_l 2 =
m_-‘-l

Figura 1.3: Diagrama de bloques de un controlador PID.




4. Teoria de control moderno - Década de 1960.- Hasta este punto de la
historia el modelado matematico y respuestas de sistemas, métodos de
sintonizacioén y lugar geométrico de las raices, son las bases de la teoria
del control clasico que satisfacen a escenarios con condiciones mas o me-
nos arbitrarias. Sin embargo, a medida que avanza el tiempo, la teoria de
control se enfrenta a nuevos obstaculos tales como las nuevas plantas de
produccion, en las cuales la teoria de control clasico no es suficiente debi-
do a sus limitaciones de aplicacién.

Asi, en los afos aproximados a 1960 se sientan las bases de la teoria
de control moderna, la cual centra sus estudios en satisfacer sistemas de
control que tienen entradas y salidas multiples. Para satisfacer las necesi-
dades y requisitos de las nuevas plantas de produccion, la disponibilidad
de las computadoras digitales fue clave en la ejecucién y controlabilidad de
estos sistemas de entradas y salidas mdltiples, a través de las herramien-
tas matematicas basadas en la sintesis de variables de estado y centrarse
en el dominio del tiempo de sistemas complejos.

Desde 1960 hasta 1980 la teoria del control moderno se centr6 en la reso-
lucién de sistemas deterministicos, asi como el control adaptativo y apren-
dizaje de sistemas complejos. Esto se logra a base de la resolucién de
sistemas de ecuaciones diferenciales y su andlisis en el dominio temporal.
La ventaja que ofrece este tipo de control es que su disefio y modelado
matematico se centra en la proximidad del sistema a lo mas real posible.
Asi surge el problema de estabilizacién de este tipo de sistemas, por lo
que el controlador de este se disefia en la medida del error, es decir, que
la validacion de un sistema se define su estabilidad. Entonces se puede
decir po que el error que existe entre las medidas reales y las esperadas
del modelo matematico deben estar dentro de un rango de aproximacion.
Si la medida del sistema se establece dentro del rango de error se dice que
el sistema es estable.

5. Automatizacion industrial - Década de 1980.- Con el surgimiento de los
controladores l6gicos programables o PLC (ver figura [T.4) se generd una
nueva revolucion dentro de la automatizacion industrial, permitiendo la pro-
gramacién y el control de procesos complejos mediante la logica digital y
los sistemas de control distribuidos (DCS). A la par se generaliza la utili-
zacién de robots industriales en la manufactura, que incluyen sistemas de
control automatico, realizando tareas repetitivas y peligrosas con precision
y rapidez.
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Figura 1.4: Ejemplo de un controlador l6gico programable o PLC.

6. Control avanzado y sistemas inteligentes - Década de 1990 y siglo
XXI.- Si bien la teoria de control moderno y el control robusto proporcio-
nan herramientas muy poderosas de control para sistemas complejos y en
algunos casos no lineales. La matematica utilizada presenta un grado de
conocimiento muy elevado; adem4s, tanto la teoria cldsica como la teoria
moderna de control basan su estudio en el modelado de sistemas, modelos
que siempre son aproximados. Es asi como la evolucién de teorias como
las redes neuronales, la légica difusa y los algoritmos de optimizacién dan
el surgimiento a nuevas estrategias de control lamado control inteligente,
con el que se pretende entender y regular el comportamiento de un siste-
ma sin necesidad de un modelo matematico. La inteligencia artificial y el
aprendizaje automatico también han comenzado a desempenar un papel
importante en el control automatico, permitiendo sistemas mas adaptables
y auténomos. En la figura [T.5] se muestra un ejemplo de la estructura de
una red neuronal bésica.

Entrada Capa oculta Capa oculta Salida

Figura 1.5: Estructura de una red neuronal de 2 capas intermedias.



1.3. Ejemplos practicos de sistemas de control

Como ya se ha mencionado, la automatica se define como la ciencia de pro-
cedimientos y métodos cuyo objetivo o finalidad es la reemplazar al ser humano
como operador en tareas repetitivas que pueden generar a lo largo del tiempo
desgaste en este. Esto se logra mediante la insercién de un operador artificial
vinculado a accesorios, sensores y actuadores especificos que suplan y opti-
micen las funcionalidades que tendria un operador humano en la ejecucion (no
necesariamente el sistema tiene que parecerse al operador en si mismo, simple-
mente este tiene que cumplir correctamente estas funciones).

Pese al desarrollo del campo de control y regulacién automatica, adn es un
campo de estudio por desarrollar, debido a que, si algo ha demostrado el tiempo,
es que cuantos mas descubrimientos existan, mas preguntas habra en el camino.

A continuacién, algunos pocos ejemplos de aplicacion de los sistemas de
control:

= Control de la direcciéon de un automovil: Un sistema de control de direc-
cién de automovil utiliza sensores, actuadores y un controlador para ma-
nejar la direccion. Los sensores miden la velocidad, el angulo de direccion
y las condiciones de la carretera, y el controlador utiliza esta informacion
para ajustar los actuadores, que son los componentes que controlan la di-
reccion, como la cremallera y el pifién de la direccion. Esto permite que
el sistema mantenga el angulo de direccién deseado incluso en presencia
de perturbaciones, como cambios en la superficie de la carretera o rafa-
gas de viento. El sistema de control de la direccion del automoévil también
se esté volviendo cada vez mas sofisticado, con la introduccidn de nuevas
tecnologias como la direccion asistida eléctrica (EPS) y la direccién activa.

= Control del seguimiento del sol: El control de seguimiento solar es un
sistema que orienta automaticamente un panel u otro dispositivo solar ha-
cia el sol. Esto permite que el dispositivo solar recopile la maxima cantidad
de luz solar y genere la méaxima cantidad de energia eléctrica. Los siste-
mas de seguimiento de un solo eje que rastrean el movimiento del sol a
través del cielo girando el panel solar en un solo eje, generalmente el eje
este-oeste. Esto asegura que el panel solar esté siempre orientado hacia
el sol, independientemente de la hora del dia. Existen también sistemas de
seguimiento de doble eje rastrean el movimiento del sol a través del cielo
girando el panel solar en dos ejes, el eje este-oeste y el eje norte-sur.

= Control de manos robéticas: El control manual robético es el proceso de
controlar los movimientos de una mano robotica. Esto se puede hacer de

7



AR

) &
o
w i E
Atardeces Mediodia. Amanccer,

Figura 1.6: Ejemplo de un panel solar con control de seguimiento.

varias maneras, segun la aplicacién y las capacidades de la mano robética.
Algunos métodos comunes de control manual robético incluyen:

* En el control directo, el usuario controla la posicién y el movimien-
to de la mano robdtica mediante un dispositivo de teleoperacion de
entrada. Este es el método de control mas simple, pero puede ser
impreciso, y también puede ser agotador para el usuario. Luego, el
usuario puede controlar la mano robética moviendo sus manos en el
entorno virtual. Este método de control puede ser mas intuitivo que el
control directo, pero requiere el uso de equipos de realidad virtual.

+ Control de aprendizaje automatico (ML): El control de ML utiliza al-
goritmos de aprendizaje automatico para controlar la mano robética.
Una vez que se entrenan los algoritmos, se pueden usar para con-
trolar la mano robética en tiempo real. Este método de control puede
ser muy preciso y también se puede utilizar para controlar la mano
robética en entornos dificiles o peligrosos. El mejor método de control
para una mano robdtica particular depende de la aplicacién.

= Sistemas de transporte autonomo (ATS): Los ATS son sistemas de trans-
porte que operan sin intervencién humana. Utilizan una variedad de sen-
sores y software para navegar y evitar obstaculos.

* Vehiculos autonomos (AV): Los AV son vehiculos que pueden con-
ducirse solos sin intervencion humana. («Autos sin conductor: los be-
neficios y desafios») Utilizan una variedad de sensores, como cama-
ras y radares, para navegar y evitar obsticulos. Los AV aln se en-
cuentran en las primeras etapas de desarrollo, pero tienen el potencial
de revolucionar el transporte.

» Vehiculos aéreos no tripulados (UAV): Los UAV son aeronaves que
pueden volar por si mismas sin intervencion humana. Los UAV son
mas maduros que los AV, pero aun tienen capacidades limitadas.



* Trenes autonomos: Los trenes auténomos pueden operar sin inter-
vencion humana. Utilizan una variedad de sensores, como camaras y
radares, para navegar y evitar obstaculos. Los trenes autbnomos son
mas maduros que los AV y los UAV, y ya se estan utilizando en algu-
nos paises, generalmente utilizando algoritmos de control de Idgica
difusa.

= Robots industriales: Los robots industriales son maquinas automatizadas
que se utilizan para realizar tareas en una fabrica u otro entorno industrial.

* Robots SCARA: son un tipo de robot articulado disefiado especifica-
mente para aplicaciones de recoger y colocar (pick & place), en la
figura[T.7] se puede ver un ejemplo de este tipo de robots.

Figura 1.7: Ejemplo de un robot SCARA.

Los robots industriales se utilizan en una amplia variedad de indus-
trias, que incluyen:

o Fabricacién: Los robots industriales se utilizan en la fabricacion
para automatizar tareas como soldadura, pintura y montaje.

o Alimentos y bebidas: Los robots industriales se utilizan en la in-
dustria de alimentos y bebidas para automatizar tareas como el
envasado y la clasificacion de productos alimenticios.

o Cuidado de la salud: Los robots industriales se utilizan en el cui-
dado de la salud para automatizar tareas como la limpieza y la
dispensacion de medicamentos.

Hay que recordar que los sistemas mencionados anteriormente estan enfo-
cados a representar el término automatica y que en mayor o menor rango cada
una de estas tiene un nivel de automatica, algunas en mayor nivel que otras.



1.4. Tipos de sistemas de control

Para comprender y disefiar sistemas de control de manera efectiva, es esen-
cial familiarizarse con dos enfoques fundamentales: el control en lazo abierto y
el control en lazo cerrado. Estos dos paradigmas representan dos enfoques con-
trastantes para lograr el control deseado en sistemas dinamicos, cada uno con
sus ventajas y desafios particulares. En esta introduccién, exploraremos estos
dos conceptos basicos en la clasificacion de sistemas de control, sentando las
bases para una comprension mas profunda de cémo funcionan y cuando aplicar
cada uno de ellos en diversas aplicaciones y escenarios.

= Sistemas de control de lazo abierto: Un sistema de control de lazo abier-
to es basicamente un sistema en el que los actuadores reciben una Unica
sefal u orden de entrada dada por el sistema de control; es decir, no recibe
informacién de la variable de salida, tampoco estimara ni corregira el error
existente entre los resultados reales con los resultados deseados. Dicho
de otro modo, el actuador ejecutara su tarea independientemente del error
presente. La f igura. [1.8| representa el diagrama de bloques de un sistema
de control en lazo abierto.

Senal Senal
de Entrada de Salida
— m= Planta o Proceso

Figura 1.8: Control de lazo abierto.

En la practica, si bien el contexto que se describe anteriormente no parece
valido ni aplicable en la realidad, los sistemas de control de lazo abierto
se encuentran todos los dias en la vida cotidiana de cualquier persona. Un
ejemplo claro son los hornos de las casas, donde el usuario marca un va-
lor de temperatura deseado segun una escala otorgada por el fabricante.
El sistema opera sin considerar que puedan existir errores en la variable
de salida. Para minimizar estos errores, los fabricantes deben hacer prue-
bas a estos sistemas antes de poder darlos por buenas. Las pruebas son
multiples, por lo que se considera manejar el error en escalas pequefias y
a sistemas en los cuales la exigencia no sea una demanda alta en la eje-
cucion. Otro ejemplo claro son lavadoras, tostadoras, licuadoras, cocinas y
procesos temporizados en general, debido a que todos estos solo reciben
una sefal de entrada, pero no devuelven una senal de salida que modifi-
que o ajuste el error verificando que la tarea se ha cumplido; simplemente
actlan segun su funcionamiento.
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Experimento simple para una mejor comprension de un sistema de
control de lazo abierto

Puedes realizar un experimento simple si tienes un regulador de intensi-
dad en casa (dimmer). Espera a que oscurezca y apaga el regulador de
luz, para dejar la habitacion a oscuras. Cierre los ojos, encienda el regu-
lador y manipule la intensidad de luz hasta donde creas que esta el nivel
minimo aceptable para leer.

S @3
;®H— N
r

b

Figura 1.9: Experimento de sistema de control de lazo abierto.

Abre los ojos y comprueba lo bien que lo has hecho. Lo méas probable es
que no estés satisfecho con el nivel de luz porque el error de estado esta-
cionario sera demasiado grande. Tendras que hacer una correccién en la
intensidad de la luz para estar comodo leyendo bajo la luz.

Las correcciones que has hecho en este experimento utilizando finalmente
tus ojos ilustran un concepto importante. Un sistema de control en bucle
abierto puede mejorarse si se sabe hasta qué punto su salida se ajusta a
los requisitos de entrada. Con esta declaracién, introduciremos otro tipo de
sistema de control. En la figura [T.9] se puede observar un representacion
gréfica del experimento.

Sistemas de control de lazo cerrado o realimentados: Un sistema de
control de lazo cerrado es aquel donde la informacién de salida del pro-
ceso retorna hacia algun punto de lazo de control, generalmente hasta la
entrada del sistema, donde se compara con un valor deseado de operacién
llamado set point o punto de consigna. Si el valor de la variable de salida
del sistema se puede comparar con el valor deseado, se puede conocer
la diferencia o error existente entre lo deseado y lo real, permitiendo tomar
acciones de correccidn para mejorar la precision y eficiencia del sistema.
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Figura 1.10: Control de lazo cerrado.

La informacién realimentada que generalmente proviene de un sensor que
mide la variable de salida del proceso necesitara un preprocesamiento pa-
ra poder compararse con el valor de set point, de tal forma que ambas
sehales deben mantener las mismas unidades. De mantenerse las mis-
mas unidades entre la variable de salida y la variable comparable con el
set point, se habla de una realimentacién unitaria, la realimentacién mas
comun, la més documentada y utilizada en el &mbito de control. Conseguir
esta condicién es mas sencillo si trabajamos directamente con dispositivos
digitales.

Un ejemplo claro de un sistema de control en lazo cerrado es la regulacion
de brillo de la pantalla de los teléfonos celulares. Mediante la informacion
de iluminacién ambiental la pantalla brilla con mayor o menor intensidad,
intentando ajustarse a un nivel 6ptimo de lectura para el usuario.

Experimento simple para una mejor comprension de un sistema de
control de lazo cerrado

Si repetimos el experimento anterior pero manteniendo la idea de un bucle
cerrado, quiere decir que ahora la informacién nos retorna de alguna forma,
en este caso mediante nuestra vista, por lo que no tendriamos que cerrar
los ojos.Es decir, vamos a ajustar el nivel de intensidad de luz segun sea
nuestro requerimiento para poder leer.

Observe que el error en estado estacionario es ahora mucho menor. Pen-
samos que en realidad el error es cero, pero enseguida veremos que rara
vez es asi. Ciertamente, el control en bucle cerrado es una solucién mejor
en términos de precisién, pero tiene el coste de proporcionar elementos de
control adicionales (en este caso, la visidn), como se observa en la figura

iNSEI
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Figura 1.11: Experimento de sistema de control de lazo cerrado.

Los sistemas de control de lazo cerrado son mas complejos y costosos
que los de lazo abierto, pero también son mas precisos y pueden mante-
ner una salida deseada con mayor precisién. Los sistemas de control de
lazo abierto son mas simples y econdémicos de implementar, pero también
SON Menos precisos y pueden ser mas susceptibles a las perturbaciones.
Su precision depende de la calibracion de los instrumentos que componen
el sistema.

El mejor tipo de sistema de control depende de la aplicacidn especifica. Pa-
ra aplicaciones en las que se requiere un control preciso, como la direccién
automatizada o el control de procesos, normalmente se utiliza un sistema
de control de lazo cerrado. Para aplicaciones en las que no se requiere un
control preciso, como un termostato o un sistema de rociadores de césped,
un sistema de control de lazo abierto puede ser eficiente.

1.5. Esquema de control en lazo cerrado

Antes de adentrarse en el disefio de un sistema de control, el lector debe co-
nocer los componentes basicos que lo conforman. Esto es con el fin de recordar
al disefiador que los sistemas de control estdn constituidos de varios tipos de
elementos que cumplen una funcion especifica dentro de este.

Para entender de mejor manera qué sefnales y sistemas componen un siste-
ma de control en lazo cerrado, mantendremos la simbologia clasica de la teoria
de control, esto es, cada flecha de la figura representa una sefial y cada
blogue o caja representa un sistema.

El bucle tipico de control en lazo cerrado estd compuesto de los siguientes
sistemas:

= Sistema que controlar o planta: Dentro de un bucle abierto es el deno-
minado sistema fisico. Por lo general es aquello que se esta controlando.
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Figura 1.12: Diagrama de bloques de un sistema de control en lazo cerrado.

= Comparador: Normalmente forma parte de un sistema mayor, y es el en-
cargado de comparar el valor deseado de referencia (set point) con el valor
medido de lo que se produce y genera una sefal de error.

Por lo general el simbolo mas utilizado para representar este complemento
fundamental dentro de los sistemas de control es un elemento circular, en
la que las dos sefales que entran al circulo se suman o se restan conside-
rando el signo presente en los costados de las sefnales.

= Sensor: Elemento o instrumento que transforma una fisica en otra variable
fisica, eléctrica o neumatica capaz de ser interpretada por otro instrumen-
to. Es el encargado de medir el valor real del proceso y realimentar esta
informacién.

= Controlador o regulador: Es el sistema que recibe una senal de error
existente entre la sefal de referencia y el valor medido por el sensor. Ge-
nera una sefal correctiva, con la que activara al actuador del sistema.

» Actuador: Es el encargado de generar la accion fisica sobre el sistema;
basicamente hace un cambio a fin de corregir o modificar la accion contro-
lada. Recibe la sefal de activacién del controlador y modifica el comporta-
miento de la planta a fin de corregir la variable de salida.

Ademas de los sistemas, el bucle en lazo cerrado estd compuesto por varias
sefales:

= Sefal de referencia o set Point (r(¢)): Entrada del sistema, fijada ma-
nualmente por un operador humano. Es el punto de operacion deseado de
la variable controlada.

= Variable controlada (y(¢)): Se trata de la salida de la planta y de la va-
riable que se desea controlar. A nivel industrial las variables de salida mas
comunes son: temperatura, presion, nivel, caudal y posicién, entre otras.

14



= Senal realimentada: Medida de la variable controlada y convertida a uni-
dades idénticas a las de la sefal de referencia. Si la realimentacion es
unitaria la sefial realimentada es igual a la variable controlada y(t).

= Seiial de error (¢(t)): Es la diferencia entre las sefales de referencia y la
sefial realimentada. Si la realimentacién es unitaria se define como: e(t) =

r(t) = y(t)-

= Sefial de control (u(t)): La sefial o accién de control es la variable obteni-
da del controlador que busca activar en mayor o menor grado el funciona-
miento del actuador del sistema para regular la variable controlada.

= Variable manipulada: Se trata del grado de activacion del actuador del
sistema. En términos generales se trata de la variable que se puede regular
manualmente en lazo abierto.

= Perturbaciones: Son alteraciones no consentidas que pueden afectar el
comportamiento estatico o dindmico de un sistema.

Ejemplo ilustrativo de un sistema de control en lazo cerrado

Los sistemas de control mas documentados e incluso implementados a nivel
industrial son los sistemas térmicos, debido a las multiples tareas en las que se
requiere regular la temperatura, como por ejemplo en reacciones quimicas, en
secado de productos, en conservacién de alimentos, etc. Hablar de un sistema
térmico es igualmente la mejor forma de entender las senales y los componentes
de un sistema de control automatico en lazo cerrado. En ese sentido tomaremos
como ejemplo un horno regular de gas para secado de ciertos productos.

En la tabla[T-1] se pretende demostrar los componentes del horno a gas, don-
de el set point se ingresara o registrara mediante una botonera que incluya el
sistema, y serd la Unica sefal generada por el usuario. Los sub sistemas y las
sefales intervinientes en el proceso seran:

Tabla 1.1: Componentes de un sistema de control automatico de temperatura.

Sistema Componente fisico

Planta o proceso La camara del horno en si, es la planta o proceso,
ya que todo el dispositivo sera el encargado de
mantener una temperatura.
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Planta o proceso La camara del horno en si, es la planta o proceso,
ya que todo el dispositivo sera el encargado de
mantener una temperatura.

Controlador Puede ser un dispositivo reporgramable industrial
tipo PLC o microprocesador.

Actuador Una servovalvula que permita el ajuste de apertu-
ra desde un controlador industrial.

Sensor Cualquier sensor de temperatura ideoneo para la
aplicacion. Ejemplo: termopar, RTD.

Mientras que las sefiales que intervienen en la operacion del sistema de con-
trol seran:

Tabla 1.2: Senales de un sistema de control automatico de temperatura.

Seifial Seiial en el proceso

Referencia o set point En este caso se trata de un valor de tempe-
ratura deseado. Regularmente el valor de
set point es la Unica sefial que genera el
usuario y se puede marcar mediante cual-
quier dispositivo de entrada para sistemas
informaticos como teclados, perillas, panta-
llas tactiles, mandos de voz, gestos, etc.

Variable controlada Se trata de la temperatura existente en la
camara del horno.

Variable realimentada Es la senal proveniente del sensor de tem-
peratura. Si la realimentacién es unitaria es
idéntica a la variable controlada.

Sefal de error Es la diferencia existente entre el valor de
referencia y la variable controlada, en este
caso es una diferencia de temperaturas.
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Accion de control Siendo en este caso particular el actuador
una servovalvula, la acciéon de control sera
una sefal capaz de controlar el servomo-
tor, por ejemplo, una sefal PWM con ca-
racteristicas especiales para comandar un
servomotor.

Variable manipulable La variable que podemos manipular direc-
tamente mediante la activacién de la servo-
valvula es el caudal del gas o el combusti-
ble con el que funcione el horno.

1.6. Estructura del libro

Este texto se ha desarrollado para ser una guia completa sobre la teoria clasi-
ca de los sistemas de control, desde un enfoque teérico combinado con practicas
simuladas en el software Matlab para que el aprendizaje sea mas intuitivo. El tex-
to esta orientado tanto a docentes como a estudiantes de cualquier catedra de
control automatico o teoria de sistemas, para que pueda ser un texto base en
estos cursos. La lectura de este texto no quiere decir que se restringa la investi-
gacién de docentes y alumnos de otros textos de control, pero si consideramos
que es un texto bastante completo y resumido para un aprendizaje eficiente.

Este es un breve resumen de lo que se tratara en este libro:

= Introduccidn: En el capitulo 1, como hemos visto, se da una visién general
sobre los conceptos de control y de automética, un recorrido rapido sobre
la evolucion de los sistemas de control y algunos ejemplos de actualidad.
Ademas, se cubren los conceptos sobre los sistemas de control en lazo
abierto y lazo cerrado, asi como los componentes y las sefiales que forman
parte de un sistema de control automatico en lazo cerrado.

= Sistemas y senales: En el capitulo 2 se describe el concepto general de
sistema, asi como su clasificacion general. También estudiamos qué es
una senal, cudles son las sefiales de prueba mas conocidas y para qué se
pueden utilizar, y las sefales tipicas de salida. Finalmente, se abordan los
conceptos de lo que se denomina el algebra de bloques.

» Latransformada de Laplace: En el tercer capitulo se recuerda un poco de
esta herramienta matematica, utilizada para resolver ecuaciones diferen-
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ciales lineales, asi como los conceptos y propiedades de la transformada
inversa de Laplace.

Modelado dinamico de sistemas: Una de las etapas primordiales de la
teoria clasica de control es la obtenciéon de un modelo mateméatico de los
sistemas para poder controlarlos mas adelante. En el capitulo 4 se abordan
los conceptos generales del modelado dindmico de sistemas mecanicos,
eléctricos, electromecanico, térmicos e hidraulicos.

La respuesta temporal: En el capitulo 5 se hablara de la repuesta en
el dominio del tiempo que presentan los sistemas lineales modelados an-
teriormente. Una respuesta temporal estd compuesta de dos etapas, la
repuesta estacionaria y la repuesta transitoria. En este capitulo se hace
referencia a una introduccion de estos conceptos que se profundizan mas
adelante.

Capitulos 6, 7 y 8: En estos capitulos nos centramos en el andlisis de la
respuesta temporal de sistemas lineales e invariantes en el tiempo de dife-
rentes 6rdenes. El analisis eficiente de un determinado sistema es de gran
importancia para que la momento de disefiar un controlador entendamos
qué vamos a hacer y cémo lo vamos a hacer en base al comportamiento
de un sistema.

Errores en régimen permanente: El capitulo 9 se centra en entender de
mejor manera la respuesta estacionaria de un sistema en lazo cerrado.
Asociado a este concepto se define si un sistema posee errores en régimen
permanente, que basicamente significa que un sistema puede estar o no
cumpliendo con lo deseado por el usuario.

El lugar geométrico de las raices: En el capitulo 10 los autores profun-
dizan en el estudio del lugar geométrico de las raices, una herramienta
fundamental en el andlisis de sistemas de control dindmico. El lugar geo-
métrico de las raices proporciona una representacion grafica que ilustra
coémo las raices de la ecuacion caracteristica de un sistema varian en fun-
cion de un parametro especifico.

Introduccion a los sistemas de control: En el capitulo 11 nos vamos
a encontrar con la introduccién a los conceptos de controladores automa-
ticos desde el punto de vista de la teoria clasica de control, entendiendo
cdmo trabaja un sistema de control en lazo abierto y enlazo cerrado, como
deberia trabajar un controlador para que sea efectivo al cien por ciento, si
esto es posible o no. Se veran los conceptos mas basicos como el control
ON-OFF, hasta pasar por las primeras estrategias de control como son las
redes en adelanto y atraso.
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= El control PID: En el capitulo 12 se aborda el tema del controlador au-
tomatico mas popular a nivel industrial, que es el control proporcional, in-
tegrador y derivativo. Analizaremos cada una de sus componentes, en-
tendiendo qué funcion realiza cada uno para poder disefar efectivamente
este tipo de sistemas. Finalmente, se aborda la sintonizacion de este tipo
de controladores mediante métodos analiticos, experimentales y procedi-
miento empiricos. Como parte adicional en este capitulo se mostrara cémo
implementar un control PID en un microprocesador de propdsito general.
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Capitulo 2

Senales y sistemas

2.1. Senales

Una senal es la alteracion de una magnitud fisica utilizada para la transferen-
cia de informacién.

Existe una amplia clasificacién para las sefiales dependiendo de la rama de
estudio, el campo de aplicacién y en general la informacién que se desee trans-
mitir. A continuaciéon se mencionaran algunas clasificaciones de las sefales Utiles
para entender la teoria de control.

La primera es en continua y discretas. Las sefiales continuas cuentan con
una magnitud bien definida en el tiempo. Su dominio al ser el tiempo se en-
contrara en el conjunto de los nimeros reales, donde a un valor de tiempo le co-
rrespondera un solo valor de la sefal, y se representa en todo instante de tiempo.

Este tipo de senales se representan por funciones comunes o ecuaciones
diferenciales donde la variable independiente es el tiempo. Por ejemplo, en la
figura se representa la funcion:

y(t) = u(t) —u(t = 5)
Donde u(t) es una sefial rampa simple.
Por su parte una senal discreta corresponde a una sefial con un dominio en
el tiempo, que solo se encuentra bien definido para ciertos instantes, pudiéndose

representar como una secuencia.

Las senales discretas se expresan como ecuaciones en diferencias, como se
puede ver la figura[2.7b]donde se expresa la siguiente secuencia:
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w[k‘] = {07 17 27 37 47 5’ 57 57 5? 57 5}

Donde k es vélido para los enteros entre 0 y 10.

Senal continua

a 1 2 3 4 5 B T B a 10
Tiempo (s}

(a) Senal continua
Senaldiscreta,

5 L] - L L 3 L]
4 ®
3 f [
|
=
=
2t .
|
ae I
L . L L L L L L L n .
a 1 2 3 4 5 B ri B a 10

Instantas de muesira (k)

(b) Senal discreta

Figura 2.1: Tipo de sefales en funcién de su definicion en el tiempo.

Ambas sefales de la figura[2.7] representan la misma informacion; la diferen-
cia es que la sefal continua esta bien definida en el tiempo y la sefial discreta
Unicamente tiene correspondencia en los instantes muestreados.

En este texto utilizaremos solo sefiales continuas, ya que es la principal forma
de trabajo dentro de la teoria clasica de control. Las sefales discretas se utilizan
en la teoria discreta de control, que maneja los mismos conceptos de la teoria
clasica pero en un mundo digital.
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2.2. Senales de prueba

Una sefal de prueba es el tipo de entrada que se le da a un sistema. En
muchos casos, las entradas reales de un sistema de control pueden variar con
respecto al tiempo, por lo que se considera necesario el suponer distintos tipos
de funciones de entrada para evaluar el comportamiento del sistema en respues-
ta a las sefales de prueba, con el objetivo de disefar un sistema de control que
sea Optimo para un funcionamiento real. Por lo tanto, la sefal de entrada que
se le introduzca a un sistema correspondera a una variable que nos proporcione
informacién como, por ejemplo, un voltaje de entrada.

Los tipos de sefial de prueba son:
Senal escaldn unitario

La senal escaldn unitario o paso unitario es una funcion discontinua definida
por partes, como se puede ver la ecuacion (2.1))

u(t) = B (2.1)

Senial escalén unitario o paso

it}

Tlempo (s)
Figura 2.2: Grafica de una sefal de escaldn unitario.
Este tipo de senal es util para representar una transicién que despierta la
dinamica del sistema y también permite evaluar su condicién en régimen perma-

nente. Por ejemplo: una fuerza constante que actia en un sistema mecanico o
un voltaje que se aplique en un circuito eléctrico. Su grafica se indica en la figura
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donde a = 0.
Grafica de una seinal paso en MatLab

Para poder generar la sefial paso de la figura[2.2]en Matlab se puede utilizar
el siguiente cédigo:

t = -1:0.01:3;

u = t>=0;

plot (t,u, 'linewidth’,1.5)
title (’ SENAL PASO UNITARIO') ;
axis([-1 3 -0.25 1.5])
xlabel (' Tiempo (s)');

ylabel (‘u(t)’)

grid on;

Grafica de una seial paso en Simulink

Para generar sefales continuas en Simulink (extension de Matlab), utilizare-
mos la fuente de senales continuas en el gestor de bibliotecas. Posteriormente
seleccionamos el bloque step que se refiere a la sefal paso unitario. La configu-
racion de este bloque se ve en la figura[2.3b] donde se muestra el valor inicial del
paso y el valor numérico del escalén. Si se requiere visualizar alguna sefal en
Simulink utilizaremos el bloque scope, que simula un visualizador de sefales.

Seial rampa unitaria

La funcion rampa unitaria es una sefal continua con variacién constante con
respecto al tiempo que se incrementara desde un ¢t = a con una pendiente unita-
ria, por lo que arrojara valores iguales al tiempo transcurrido. La funcién se define

por partes como se muestra en la ecuacion (2.2), donde m es la pendiente de la
rampa.

u(t) = B (2.2)
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%2l Block Parameters: Step ®
Step
Output a step,
Main  Signal Attributes
Step time:
1 B

Initial value:

| CJ . )
Ll Final value:

1

Sample time:
o [E

(a) Senal paso en Simulink

E Interprat vector parameters ac 1-D

[A Enable zero-crossing detection

9 careal | [

(b) Configuracion de sefal paso

Figura 2.3: Generacion de una sefial paso en Simulink.

Esta sefnal es usada para el analisis de un sistema ante una entrada que
crece a una velocidad constante y para observar el comportamiento del error en
estado estable ante este tipo de sefal. En otras palabras, como de preciso es
el seguimiento de la sefal. En la figura [2.4] se puede observar una sefial rampa
unitaria con a = 0.

Seifial rampa unitaria

0 05 1 1.5 2 25 3
Tiempo (s)

Figura 2.4: Gréafica de una sefial rampa unitaria.

Grafica de una senal rampa en MatLab
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t = 0:0.01:1;

u = tj;

plot (t,u, 'linewidth’,1.5)
title (' SENAL RAMPA UNITARIA') ;
axis([-0.05 1 -0.05 11)
xlabel (' Tiempo (s)');

ylabel ("u(t)’)

grid on;

Grafica de senal rampa en Simulink

[%a) Bleck Parameters: Ramp X
Ramp (mask) (link)
Output a ramp signal starting at the specified time.

Parameters

Slope:
) m

Start time:

e

AL
Initial output:
o

[ Interpret vector parameters as 1-D

J E Cancel Help Apply

(a) Senal rampa en Simulink (b) Configuracién de una senal rampa

Figura 2.5: Generacion de una sefial rampa en Simulink.
Senal parabola

Se trata de una funcion de segundo grado que se representa mediante la
Ecuaciéon[2.3l
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Este tipo de senal se usa para el andlisis de sistemas que cuenten con una
aceleracion constante y su gréfica tiene el aspecto indicado en la figura[2.6]

Seiial parabola

ult)
&

0 05 1 1.5 2 25 3
Tiempo (s)

Figura 2.6: Gréfica de una sefal pardbola.

Grafica de seial parabola en MatLab

t = 0:0.01:3;

u = t.”"2;

plot (t,u, 'linewidth’, 1.5)
title (' SENAL PARABOLA ') ;
axis ([-0.05 3 -0.05 57)
xlabel (' Tiempo (s)');
ylabel ("u(t)’)

grid on;

Grafica de senal parabola en Simulink.

Para generar una sefial parabola en Simulink se utiliza el bloque de reloj pa-
ra simular el tiempo. A este bloque se le conecta el bloque math function, que
incluye varias operaciones matematicas clasicas, una de ellas elevar al cuadra-
do la sefal de entrada. Asi podemos generar y utilizar una sefal pardbola para
nuestros intereses, tal y como se ve en la figura2.7]
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(4] Black Parameters: Math Function x
Math

Mathematical functions nduding logarithmic, exponential, powes, and
modulis functions. When the function has more than one argument, the
firsk argument comesponds to the top (o left) input port.

Main  Signad Attributes
€ R . R C]l Functon: magruien2
Ourput signal type: auto

(a) Senal parabola en Simulink

" oKk | Cancal Help Appiy

(b) Configuracién de senal parabdlica

Figura 2.7: Generacion de una sefial parabola en Simulink

Funcién impulso unitario o funcion delta de Dirac

La funcion impulso o delta de Dirac es una funcién que presenta un valor
infinito en un Unico valor determinado de la variable independiente y cero para
cualquier otro valor. Se define como se muestra en la ecuacién (2.4)

o0, Vt=a
o(t) = (2.4)

0, Vi#a

La curiosidad mas grande de la funcién delta de Dirac es que el area bajo su
curva debe ser finita e igual a 1, es decir, se debe cumplir lo que indica la ecua-
cion (2.5). Esto quiere decir que la base de la funcién sera infinitamente pequefia
y la amplitud serd infinitamente grande.

/ T st =1 (2.5)

Sin embargo, esta sefal fisicamente no existe, por tanto se considera una
funcién y no una sefial. Lo mas importante de esta funcién es que sirve para
muestreo y seleccién de la propiedad de un sistema de modelado. Y a diferencia
de la sefial paso, sélo permite despertar la dinamica de los sistemas.

La funcién impulso se utiliza en la mayoria de los casos para analizar la es-
tabilidad de un sistema, ya que, si un sistema es sometido a un impulso y este
es capaz de regresar al punto de inicio, se dice que un sistema sera estable. A
nivel de simulacién es imposible construir una sefal impulso por el valor infinito
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de su amplitud, por lo que generalmente se la crea con un valor muy grande de
amplitud y tiempo de ejecucién sumamente pequefio.

__IMPULSO UNITARIO &(t)

08
0.6
0.4

0.2

2 45 4 05 0 0.5 1 1.5 2
Frecuencia (Hz)

Figura 2.8: Gréfica de una funcién impulso unitario.

Grafica de funcion impulso unitario en MatLab

t=-2:0.01:2;

impulse=t==0;

plot (t, impulse, "b", "Linewidth",1.5) ;
title (”IMPULSO UNITARIO 4(t)") ;
axis([-2.1 2.1 -0.1 1.11);

xlabel ('Frecuencia (Hz)');

ylabel ('6(t)") ;

grid on

Grafica de funciéon impulso unitario en Simulink

Para representar esta funcion se debe tener en cuenta que no existe bloques
directos, por tanto, se debe hacer uso de dos step y un add, de tal forma que
ayudaran a generar la sefal impulso del ancho y de la amplitud que uno desee.
Si bien no es una funcién impulso como tal, nos ayuda a representar el concepto
de la funcién. Cabe mencionar que, si se desea realizar un sinnimero de impul-
sos, se debera anadir mas step y aumentar el numero de entradas que sumen
la senal.

La figura [2.9] muestra la construccién de una sefial impulso de ancho 0.01
segundos y una amplitud unitaria.
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Figura 2.9: Generacién de una funcion impulso en Simulink.

2.3. Senales tipicas de salida

Senal exponencial

Una sefal exponencial es una funcién matematica que cambia con el tiempo
de acuerdo con una ley exponencial. En el contexto de sefales, generalmente
se refiere a una senal que aumenta o disminuye de manera proporcional a una
base elevada a una potencia lineal o exponencial del tiempo (2.6).

y(t) =kxe ™ (2.6)

Para ello se dice que y(t) es creciente o decreciente acorde se incrementa el
tiempo cuando:

= ¢ > 0 Exponencial creciente

= g < 0 Exponencial decreciente

En el andlisis de sistemas de control es importante recordar el comporta-
miento de una senal exponencial, ya que es una de las respuestas tipicas de los
sistemas lineales de primer orden.
Comportamiento de la sefial exponencial variando sus parametros

Gréficas obtenidas con diferentes valores del componente a y con u(t) = 1.
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SENAL EXPONENCIAL y{f) SENAL EXPONENCIAL yit)
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Figura 2.10: Grafica de una senal exponencial.

SENAL EXPONENCIAL
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(a) Exponente a > 0 (b) Exponente a < 0

Figura 2.11: Comportamiento de una sefial exponencial variando a.

Se observa que, al ir variando el valor del exponenete a, con un valor alto
(generalmente mayor a 1) la curva tiene una mayor velocidad de crecimiento o
decrecimiento, mientras que con un valor bajo (generalmente menor a 1) la curva
es mas lenta.

Por su parte, el valor de la constante k representa el punto de corte de la
sefal con el eje vertical. E todos los ejemplos vistos se cumple que k£ = 1, por
tanto todas las sefales independientemente de su velocidad cortan al eje vertical
en el valor de 1.
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Grafica de senal exponencial en MatLab

k=2;

a=2;

t==130,01333

y=k*exp (-a.*t) ;

plot (t,y, 'Linewidth’,1.5);
xlabel (' Tiempo (s) ') ;
ylabel (' Sefial exponencial y(t)');
axis([-0.1,3.1 -0.1,3])
title (' SENAL EXPONENCIAL yv(t) ') ;
grid on

Grafica senal exponencial en Simulink

Para la representacion de la senal exponencial en Simulink se hace uso de
los siguientes elementos que son un clock en la cual se tendra la variable de
tiempo; un math fuction en la cual se tendra la funcién exponencial; y unas ga-
nancias, las cuales representaran el valor de a, ya sea positiva o negativa, y la
otra ganancia, que mostrara k. Y para la representacion de la sefal se usa un
scope. El orden de la funcién se indica en la figura[2.12

O—{> e >0

Figura 2.12: Generacién de una sefal exponencial en Simulink.

Senal sinusoidal

Una sefal sinusoidal es un tipo de sefial periddica que se caracteriza por
tener una forma de onda que se asemeja a una curva senoidal o seno. Estas
sefales son fundamentales en la teoria de sefales y sistemas, y se utilizan am-
pliamente en la electrénica, la ingenieria de comunicaciones, la fisica y otras
disciplinas cientificas y técnicas. La forma general de una sefal sinusoidal se
puede expresar como en la ecuacién (2.7).

y(t) = Asin(w,t + ¢) (2.7
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Donde:

wy, Eslafrecuencia natural (w,, = 27 f).

t Es el tiempo.

A Es la amplitud de la oscilacién, determina el valor maximo de la onda.

10) Es la fase inicial de la senal, determina la posicién horizontal de la onda.

y(t) Es el valor de la sefial en un determinado instante.

En la figura [2.73] se puede observar una onda sinusoidal de 5 unidades de
amplitud, fase inicial cero y una frecuencia de 1.5Hz 0 9.43rad/s de frecuencia
natural.

Es importante recordar la sefal seno y coseno, ya que la vamos a utilizar den-
tro de la teoria de control como senal de entrada cuando se realiza un andlisis
en el dominio de la frecuencia de los sistemas, y también se la puede encontrar
como salida de sistemas oscilatorios o criticamente estables.

SENAL SINUSOIDAL y(t)
T T T T T

Amplitud

o

o0& 1 15 2 25 3 35 4 45
Tiempo(s)

Figura 2.13: Grafica de una sefal sinusoidal.

Comportamiento de la sefial sinusoidal variando sus parametros

Como se sabe, a mayor frecuencia mayor nimero de oscilaciones en un pe-
riodo de tiempo. Mientras, una frecuencia menor representa menos oscilaciones
en el mismo periodo de tiempo. Esto se puede observar de mejor manera en la

figura2.14a
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La amplitud por su parte determina el pico maximo tanto positivo como ne-
gativo de la onda. Ademas, cuando A es negativa, la curva se invierte, como se
observa en la curva color morado en la figura[2.74b]

SENAL SINUSCIDAL y(t)

| N
e N

Amplitud
L=
T

y=Ein(21)
o e

1 2 3 d % b T P q 10
Tiempa(s)
(a) Amplitud constante y diferentes w,,

5 SENAL SINUSOIDAL it}

¥=sin(t)
¥ = 2sin]t}
4 ¥ = fsin|l)

Armplitud

o (i3] 1 1.5 2 25 3 a5 4 45 5 55
Tiempa(s)

(b) w,, constante y diferentes amplitudes

Figura 2.14: Comportamiento de sefial sinusoidal.

Grafica de senal sinusoidal en MatLab

t=0:0.01:5;

A=5;

wn=10;

y=A*sin (wn*t) ;

plot (t,y, 'Linewidth’,1.5);
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xlabel (' Tiempo (s) ') ;

ylabel ('Amplitud’)

title (' SENAL SINUSOIDAL y(t)’');
axis([-0.1,5.5 -6,61);

grid on

Grafica senal sinusoidal en Simulink

Para la representacién de esta sefial se hace uso de un clock, una funcion
seno, 2 ganancias gain y un scope. El clock representara el tiempo. La primera
ganancia sera la frecuencia natural (w,,); la funcién seno ayudara a graficar la
oscilacion sinusoidal y la segunda ganancia muestra la amplitud (A) y para gra-
ficar se hara uso del scope. El orden para representar esta sefial se muestra en

el recuadro.
OO

Figura 2.15: Configuracion sefial sinusoidal en Simulink.

2.3.1. Senal cosenoidal

La sefial cosenoidal no es mas que una sefial seno con un desfase inicial de
7/2 radianes en adelanto, es decir, ¢ = /2. La funcién seno se define como se
ve en la ecuacion (2.8).

y(t) = Acos(wpt + @) (2.8)

Donde los parametros de la senal son los mismos vistos para la sefal se-
noidal. De igual forma se utiliza una sefial cosenoidal como entrada par analizar
sistemas en el dominio de la frecuencia o pueden ser senales tipicas de salida
de sistemas oscilatorios.

Grafica de una seial cosenoidal en MatLab

s D

t=0:0.01:5;

A=5;

wn=10;

y=A*cos (wn*t) ;

plot (t,y, 'Linewidth’,1.5);
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Figura 2.16: Grafica de sefal cosenoidal

xlabel ('Tiempo (s) ') ;

ylabel ('Amplitud’)

title (' SENAL COSENOIDAL y(t)’);
axis([-0.1,5.5 —-6,61);

grid on

Grafica seinal cosenoidal en Simulink

Para generar y graficar una sefal coseno en Simulink se utilizan los mismos
bloques y el mismo procedimiento que para una sefal seno, solo que intercam-
biando el bloque seno por coseno, como se ve en la figura

o> > T

Figura 2.17: Configuracion sefal cosenoidal en Simulink.

Senal seno amortiguada

Una seial seno amortiguada es un tipo especifico de sefial que combina una
componente senoidal con un factor de amortiguamiento exponencial. Esta sefal
se utiliza en diversos campos, como la ingenieria, la fisica y la electrénica, para
modelar sistemas que disipan energia con el tiempo. La forma general de una
sefial seno amortiguada se expresa como:
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y(t) = Asin(wgt)e™ ™ (2.9)

Donde:

wq Es la frecuencia amortiguada (wg = 27 f). Es la frecuencia de
la componente senoidal.

t Es el tiempo.

A Es la amplitud maxima de la sefal.

10) Es la fase inicial de la sefal. Determina la posicién horizontal
de la onda.

a Es el coeficiente de amortiguamiento. Define la rapidez de de-

caimiento o crecimiento.

y(t) Es el valor de la sefial en un determinado instante.

La sefial seno amortiguada es importante porque representa la salida tipica
de sistemas amortiguados. Un ejemplo de este tipo de senal se puede ver en la

Figura2.1§

SENAL SENO AMORTIGUADA ylt)

1:.. / \\
|

W

Amoriguacion

i

o 02 04 0& 08 1 1.2 14 16 18 2
Tiempo(s)

Figura 2.18: Grafica de una sefnal seno amortiguada.
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Grafica de senal seno amortiguada en MatLab

t=0:0.01:5;

A=5;

a=6;

wd=10;
y=A*sin (wd*t) .*exp(—-a*t) ;
plot (t,y, 'Linewidth’,1.5);
xlabel (' Tiempo(s) ') ;
ylabel (' AMORTIGUACION')
title (' SENAL SENO AMORTIGUADA y(t)’);
axis([-0.1,2 =2,31);

grid on

Grafica sefal seno amortiguada en Simulink

La representacion de esta sefial combina una sefal exponencial y una se-
nal sinusoidal, de tal forma que hara uso de los siguientes elementos: un clock,
varias ganancias gain, una funcién seno, un math fuction (exponencial), un pro-
ducto y un scope. Cada uno de estos elementos representaran las variables que
forman parte de esta sefial, lo mismo que el clock determinara el tiempo. La
primera ganancia sera la frecuencia amortiguada (w,), misma que sera parte de
la funcién seno. La segunda ganancia mostrara el valor de a, ya sea positiva
0 negativa, la cual formara parte de la sefal exponencial, de tal forma que al
combinar las dos se hara uso de un producto, para luego ser multiplicada por la
tercera ganancia, que define el valor de la amplitud A, y para visualizar la fun-
cidn se colocara un scope. El orden de representacion se indica en la figura

B
o P

Figura 2.19: Configuracién sefial seno amortiguada en Simulink
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2.3.2. Senal coseno amortiguada

Una sefal coseno amortiguada es la combinacién de una sefal cosenoidal
con una senal exponencial. El concepto es el mismo que el de la senal seno
amortiguada, con la diferencia de la fase inicial, nuevamente la sefial coseno
iniciard con una fase ¢ = 7/2. Se representa mediante la ecuacion (2.10).

y(t) = Acos(wgt)e ™ (2.10)

Donde los parametros de la sefial son los mismos que se estudiaron para la
sefal seno amortiguada. De igual forma, este tipo de sefial es una salida tipica
de sistemas amortiguados.

SENAL COSENO AMORTIGUADA yit)

Iy

1k ]
3t 1
2

1}

Dt _-'"‘-\__________—
At 4

0 0.4 1 15 2 25 3
Tiempo(s)

Amortiguacion

Figura 2.20: Grafica de una sefial coseno amortiguada.

Grafica de seial coseno amortiguada en MatLab

t=0:0.01:8;

A=5;

a=2;

wd=5;
y=A*cos (wd*t) . *exp (-a*t) ;
plot (t,y, 'Linewidth’,1.5);
xlabel (' Tiempo (s) ') ;
ylabel (' Amortiguacidén’)
title (’ SENAL COSENO AMORTIGUADA yv(t)');
axis([-0.1,3 =-5,61);

grid on
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Grafica sefial coseno amortiguada en Simulink

La representacion de esta sefal se realiza de manera idéntica que para una
sefal seno amortiguada, reemplazando la funcién seno por coseno. El orden de
representacion se indica en la figura[2.27]

D al -
— [

Figura 2.21: Configuracion sefal coseno amortiguada en Simulink.

2.4. Sistemas

La RAE define sistema asi:

«Conjunto de cosas que relacionadas ordenadamente entre si contribuyen

a determinado objeto».

De la definicién formal podemos decir que un sistema es un conjunto de pa-
S0S 0 procesos que recibe cierta informacion de entrada, la maneja y la convierte
en otra informacion de salida. Especificamente, en la teoria clasica de control
se considera sistema a cada proceso que recibe una o varias sefales y entrega
informacién de salida que pueden, igualmente, ser una o varias senales.

Dentro de la teoria clasica de control consideramos como sistema cada blo-

que rectangular dentro del proceso de control en lazo cerrado; es decir, el con-
trolador, actuador, la planta y el sensor, todos son sistemas.

2.5. Clasificacion de los sistemas
Los sistemas se pueden clasificar de acuerdo con varios criterios de distinta

naturaleza. A continuacion revisaremos los mas importantes para el estudio de
los sistemas de control automatico.
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Sistemas continuos y discretos

Como se ha visto anteriormente, existen sefiales continuas (bien definidas en
el tiempo) y sefnales discretas (muestreadas en instantes especificos de tiempo).
Segun este tipo de informacién, que puede ser de entrada o de salida, un sistema
puede ser también continuo o discreto.

Se dice que un sistema es continuo cuando todas las sefiales que intervie-
nen en su operacion son continuas. Ver figura[2.22]

u(t) Sistema y(t)
continuo

Figura 2.22: Representacion de un sistema continuo.

Por su parte, se dice que un sistema es discreto cuando todas las sefales
que intervienen en su operacion son discretas.

{Uk} Sistema {YK}
discreto

Figura 2.23: Representacion de un sistema discreto.

Como se habia mencionado en este texto, utilizaremos solo senales conti-
nuas, por tanto trabajaremos Unicamente con sistemas continuos. Los sistemas
discretos son utiles cuando se estudian sistemas de control digitales con tiem-
pos de muestreo grandes o problematicos. En general, los sistemas discretos no
difieren en gran medida de los continuos si el tiempo de muestreo es pequefio,
situacion que cada dia es mas accesible, debido a los procesadores de gran ca-
pacidad que se comercializan.
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Considerando los criterios de los sistemas continuos y discretos, existen sis-
temas hibridos o mixtos que convierten una sefial continua en discreta o vicever-
sa. Los conversores analogicos-digitales son los mas comunes, puesto que
todo microprocesador de propésito general incluye este tipo de convertidores, es
decir, convierte una sefial continua en discreta, como se ve en la figura[2.24]

. .
y(t) i | {yi}

Figura 2.24: Representacién de un conversor anélogo-digital.

Un poco menos populares, pero cada vez mas recurrentes, son los conver-
sores digital-anélogos (ver figura [2.25), que son sistemas que transforman una
sefal digital y cuantizada en una senal anal6gica (una sefial PWM no es una
sefial analdgica).

CDA -

Figura 2.25: Representacion de un conversor digital-analégico.
Sistemas estaticos y dinamicos

Los sistemas pueden clasificarse en sistemas estaticos y sistemas dinami-
cos basandose en como los sistemas responden a las entradas o cambios en
sus condiciones.

Sistemas estaticos son sistemas cuyo comportamiento no cambia con el
tiempo. En otras palabras, la salida del sistema en un momento dado depende
Unicamente de las entradas presentes en ese momento y no de las entradas
pasadas o futuras. Por ejemplo, la ecuacion (2-17).

y(t) = f(u(?)) (2.11)
Donde u(t) es la entrada del sistema y su salida es una funcién simple de su
entrada.
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Los sistemas dinamicos, a diferencia de los estaticos, cambian con el tiem-
po y tienen una memoria de eventos pasados. La salida del sistema en un mo-
mento dado depende de las entradas actuales y pasadas, asi como de su com-
portamiento dindmico interno. Estos sistemas se utilizan para modelar sistemas
que evolucionan o cambian con el tiempo.

Generalmente un sistema dinamico esté representado por una ecuacién di-
ferencial de la forma:

f(yn7 yn717 A y/7y7 um7 um717 A ul?“) = 0 (212)

La mayoria de los sistemas fisicos se modelan de mejor manera como siste-
mas dindmicos, es decir, que cambian en relacién con el tiempo.

Sistemas invariantes y variantes

Un sistema se considera invariante en el tiempo (TIS) si su respuesta o com-
portamiento es constante a lo largo del tiempo, independientemente del momento
en que se aplique la entrada. En otras palabras, un TIS no cambia su comporta-
miento en funcion del tiempo; su respuesta a una entrada particular es la misma
en cualquier momento en que se aplique la entrada.

Matematicamente un sistema es invariante si ante una entrada u(t) la salida
del sistema es y(t), y ante las mismas condiciones para una entrada u(t + 7)
la salida es y(t + 7). Si consideramos un sistema dinamico, modelado por una
ecuacion diferencial (ver ecuacion (2.13)), una forma sencilla de determinar si un
sistema es invariante es verificando los coeficientes de la ecuacion. Si todos los
coeficientes de la ecuacion (2:13) son constantes se dice que el sistema es
invariante.

any”+an_1y"_1 +..+ay fagy = bt + by ™ L by + bou (2.13)

Por ejemplo, note que en la siguiente ecuacion todos sus coeficientes son
constantes, por tanto la expresion representa un sistema dinamico e invariante
en el tiempo:

4y" +0.25y" — 3y = v + 0.5u (2.14)

Un sistema se considera variante en el tiempo (TVS) si su respuesta o com-
portamiento depende explicitamente del tiempo en el que se aplica la entrada.
En otras palabras, un TVS muestra cambios en su comportamiento a lo largo del

42



tiempo debido a factores como el momento en que se aplica una entrada o la
historia de las entradas anteriores.

Matematicamente un sistema variante en el tiempo es una funcién del tiempo,
es decir: y(t) = Flu(t),t]. Si un sistema dinamico presenta al menos un coefi-
ciente, de su ecuacion diferencial, como una funcion de la variable independiente
(tiempo), se dice que el sistema es variante. Por ejemplo, el sistema mostrado en
la ecuacién (2.15)) presenta varios coeficientes como funciones del tiempo, por
tanto el sistema es variante.

sin(t)y” + 0.25y" — t*y = e'u’ + 0.5u (2.15)

La mayoria de los sistemas en general se asimilarian a modelos variantes,
por efecto de desgastes de piezas, consumo de materiales, etc. En términos de
la teoria clasica de control, consideraremos a los sistemas como invariantes a
pesar de que en ocasiones los desgastes puedan ser criticos.

Sistemas monovariables y multivariables

Un sistema se considera monovariable cuando tiene una sola entrada y una
sola salida. También son llamados sistemas de simple entrada y simple salida
(SISO).

u(t) Sistema yit)
SISO ' L

Figura 2.26: Representacion de un sistema SISO.

Por su parte, un sistema se considera multivariable si posee mas de una
entrada o salida, o ambas condiciones. En términos generales, a los sistemas
multivariables también se los conoce como sistemas de multiples entradas y mul-
tiples salidas (MIMO), a pesar de que existen todas las configuraciones posibles,
es decir, sistemas SIMO y MISO.

uy(t) i(t)
— i

Sistema
. MIMO 5
Um(t) yn(t)

Figura 2.27: Representacion de un sistema MIMO.
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Los sistemas MIMO se expresan mediante p ecuaciones diferenciales, como
se puede ver a continuacién:

n / n / m !/ m / —
fl(ylv"wyl)yla -~-ayp7 "'aypaypaul y eeey U, UL, '--7uq a"'?utpuq) =0

n / n / m !/ m / —
fQ(ylv"'?ylvylv "'ayp? "'7ypaypau1 y eeey U, UL, ...,Uq a"'vuqvuq) =0

(2.16)

n / n / m / m / _
fp(y17"'7y17y17 "‘7yp7 "'7yp7yp7u1 ,...7'11,1,'11,1, ...,Uq 7"'7uq7uq) - 0

Donde: n y m son los términos derivados maximos de cada entrada y salida,
q es el nimero de entradas del sistema y p es el nimero de salida. Por tanto, se
tienen p expresiones que modelan el sistema.

Sistemas lineales y no lineales

Otra clasificacion de los sistemas es en los lineales y no lineales. Se dice que
un sistema es lineal siempre y cuando cumpla el principio de superposicién. Esto
se demuestra de mejor manera con un ejemplo. Suponiendo que se dispone de
un sistema modelado por la siguiente ecuacion diferencial:

a1y} + aoyr = bouy (2.17)

Se aprecia que la salida del sistema es y; ante una entrada u;. Si al sistema
se le aplica una segunda entrada us, la salida del sistema debera ser -, es decir:

a1y + apy2 = bousz (2.18)

El principio de superposicion dice que, si y; es una solucién de la ecuacién
diferencial y yo es otra solucién, entonces c1y; + cay2 también es una solucion,
para todos los ¢ y ¢ diferentes de cero. La expresion reultaria expresada como:

ar(c1yy + cays) + ao(cryr + caya) = bo(crur + caug) (2.19)

Gréficamente se expresa de manera més sencilla, como se ve en la figura
[2:28] donde para un mismo sistema G se aplican dos entradas u; y ug, que
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generan dos salidas y; y y2. Y si el sistema es lineal, la salida del sistema ante
la combinacién de las entradas sera la combinacion de las salidas.

wy(t) G y4(t)

ciu{t)+eaus(t) ciy(tireaya(t) .

up(t) yalt)
R

Figura 2.28: Principio de superposicion.

Una forma sencilla para determinar la linealidad o no linealidad de un siste-
ma, sin recurrir a la comprobacion del principio de superposicién, es verificar los
coeficientes del modelo en ecuaciones diferenciales. Si al menos un coeficien-
te del modelo es una funcién de una de las variables dependientes del sistema
(entrada o salida), el sistema se considera no lineal. En la ecuacion (2.20) se
muestra un modelo con varias no linealidades.

sin(y)y” + 0.25yy" — vy = e¥u’ + 0.5u (2.20)

Noétese la diferencia entre la identificacion de un sistema no lineal y un
sistema variante en el tiempo.

La mayoria de los sistema en la naturaleza responden a modelos no linea-
les, debido a que todos los sistemas presentan al menos no linealidades basicas
como saturaciones o zonas muertas. Sin embargo, el estudio matematico de los
sistemas no lineales es bastante complejo, dado que no existe aun un método
analitico para resolver estas ecuaciones.

Sin embargo, la mayoria de los sistemas industriales se comportan de ma-
nera lineal alrededor de un punto de operacion, por lo que se pueden utilizar
modelos lineales para analizarlos y controlarlos. Dentro de la teoria clasica de
control, si nos encontramos con un sistema no lineal, lo mas habitual es linea-
lizar el sistema alrededor del punto de operacién deseado para simplificar su
estudio, aproximacién vélida dentro de ciertos limites de operacion.
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2.6. Sistemas diferenciales lineales e invariantes (LTI)

En la teoria clasica de control utilizaremos sistemas monovariables, conti-
nuos, lineales e invariantes en el tiempo que tipicamente estan expresados por
una ecuacion diferencial con coeficientes constantes, es decir:

any" 4 an_ 19" o ary +agy = by ™ 4 b 1w b +bou (2.21)

Los sistemas fisicos reales deben cumplir con la condiciéon de causalidad
para ser realizables, es decir, se debe cumplir la condicion de que n > m. Esto
verifica que la salida de un sistema sea la integral de la entrada del sistema:

y(t) = / u(T)dr (2.22)

Esto quiere decir que la salida del sistema no dependera de valores poste-
riores en la entrada. En otras palabras, la entrada de un sistema no afectara a la
dinamica del mismo. Por ejemplo, el siguiente sistema sera realizable fisicamen-
te, ya que la salida es y(t), donde n = 2 y u(t) es la entrada, donde m = 1.

4y(t) + 2y(t) = 3u(t) (2.23)

2.7. Diagramas de bloques
Los diagramas de bloques son, como su nombre lo indica, los que se obtie-
nen al conectar las funciones de transferencia que conforman un sistema, y estos

se componen basicamente de:

a) Bloques:

Figura 2.29: Representacion de un bloque.

b) Sumadores:

c) Puntos de bifurcacion:
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Figura 2.30: Representacion de un sumador.

Figura 2.31: Representacién de un punto de bifurcacién.
Ejemplos

Se tiene una red, definida por:

(

ue(t) = u(t) + us(t)

Primero se linealiza:

.

Aue(t) = Au(t) + Aug(t)

Au(t) = RiAi(t)

Auy(t) = RoAi(t) + &[5 Ai(r)dr
Luego, aplicamos la transformada de Laplace:
Ue(s) = U(s) + Us(s)

U(S) = Rll(s)

Us(s) = RaI(s) + C%I(s)

\
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Uy (s) U(s) 1 I(s) B Us(s)

Figura 2.32: Diagrama de bloques del ejercicio.

Finalmente, creamos el diagrama de bloques:

Estos diagramas siempre se construyen comprobando que cada funcién de
transferencia tenga un sentido fisico, (n > m).

Dentro de los diagramas de bloque, se puede obtener la relacién entre la
entrada y salida, simplificando, a través de asociacién de bloques.

U(s) ¥(s)
Ty M)

Figura 2.33: Diagrama de bloques simplificado.

Esto ayuda en que es mas sencillo operar en comparaciéon con hacerlo con
cada una de las funciones de transferencia. Las simplificaciones precisas son las
siguientes:

Asociacion en serie

Verificamos:

También:
Y(s)=G(s)U(s)

Entonces la funcién de transferencia queda:

G(s) = Ga(s) - Ga(s) (2.24)

Y(s)

X (s . Y(s)
u(s).{ 64(5) © | 60 U(s)| 6s)

Figura 2.34: Asociacion en serie.
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Asociacion en paralelo

Tenemos:

Y(s) = Yi(s) + Ya(s) = G1()U(s) + Ga(s)U(s) = [Ga(s) + Ga(s)]U(s)

También:
Y (s) = G(s)U(s)
Finalmente:
G(s) = G1(s) + Ga(s) (2.25)
> G i
U(s) | ¥Y(s)
|
L g 29

Figura 2.35: Asociacion en paralelo.
Sistemas retroalimentados

Para este caso:

Sabemos que:
Y(s) = M(s)X,(s)

Finalmente, se tiene la funcién de transferencia:

G(s)

M) = G0

(2.26)

En el caso de que el signo de la realimentacion haya sido (+), se tendria:

G(s)

M) = =G a)

(2.27)
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Xr(-?@ > GGs) Y(.b]
- X,(s) Y(s)
» M(s)

XG) | ne e

Figura 2.36: Sistemas retroalimentados.

Ejemplo
Simplificar el siguiente diagrama de bloques:

U,(s) E ] 14+RC Us(s)
T I el C.\'

Figura 2.37: Diagrama de bloque del ejercicio.

Primero se reduce los bloques en serie:

U.(s) 1+R,C, Us(s)

Figura 2.38: Diagrama de bloques reducido.

Luego, aplicando la formula para sistemas realimentados, obtendremos la
funcién de transferencia final para el sistema:

1+RsCs
Us(s) e 1+ RyCy

Ue(s)  1+1C 14 (R + Re)Cs

De ser necesario, también se puede hallar la ecuacion diferencial de esta fun-
cién de transferencia, aplicando la transformada inversa de Laplace o el método
que se considere conveniente:

Aug(t) + (Ry + Ra)CAtiy(t) = Aue(t) + RoCAdie(t)

50



P(s)

X (s)

MO G D Galo)

Figura 2.39: Sistema con perturbaciones.

Y(s)

H(s) |«

Sistema con perturbaciones
Se aplica el principio de superposicién, cuando P(s) =0
_ G]_(S)GQ(S)
1+ Gi(s)Ga(s)H(s)

X, (s)

_ Ga(s)
Y(s) = 1+ G1(s)Ga(s)H(s)

P(s)

Asi, existen 2 funciones de transferencia, dependiendo de cada entrada.

_YE) L GG
Mle) = X 0= = T G ) )
Y(S) GQ(S)

Ms(s) = P(s) ’XT(S)ZO 1+ Gi(s)Ga(s)H(s)

Por tanto:
Y (s) = Mi(s)X,(s) + Ma(s)P(s)

Podemos evidenciar que los polinomios caracteristicos se parecen; por ende,
se pueden reducir a un diagrama de 2 bloques y un sumador.

X (s)
X.(s —» My(s) ——
¥(s)
P(s)
—> @Y{s)
+
P(s
[\J' My(s) |

Figura 2.40: Diagrama de bloques reducido.
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Transposicion de sumadores y puntos de bifurcacion

Se tiene un diagrama como el de la figura [2.47]

¥

Go(s) —+

O GO )

1 Hy(s) | Hy(s)

A
.
A

Figura 2.41: Diagrama de bloques para transposicién.

Las operaciones con bloques revisadas anteriormente no son suficientes en
este caso. Para estos casos se aplica la trasposicion y bifurcacion de bloques,
de la manera siguiente:

Transposicién de bloques con un sumador:

UG Ges)

O aw |10 G 1o

OARTO)

Ui(s)

Uz(s)

Figura 2.42: Transposicion de bloques con un sumador.
Para estos 2 casos se comprueba que: Y (s) = G(s)Ui(s) + G(s)Ua(s)
Ahora, la transposicion de un bloque con un punto de bifurcacién se hace:
Para ambos casos, se comprueba: Yi(s) = Ya(s) = G(s)U(s).
La suma es conmutativa, por lo que los comparadores y sumadores pueden

cambiar de orden. Para este caso, es preciso desacoplar las realimentaciones.
Una manera es trasponiendo el primer sumador de orden con el bloque A(s):
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Yi(s)
Th » G(s) ¥i(s)

LON P | ues)

Yz(s) » G(S) Y.c{\r")

Figura 2.43: Transposicion de bloques con un punto de bifurcacion.

E(5) |a

,@ > A } .@ -{h‘f_s) . » C(s)

Figura 2.44: Cambio de orden de los comparadores y sumadores.

— A(5) E(s) -

» A .{é .@ » B(s) M o) .

H{ D(s) }1-

Figura 2.45: Desacoplamiento de las realimentaciones.

Si se cambia el orden de los sumadores, resulta:

A(S)E(S) |
> Als) >® » B > O }
D(s) |a

Figura 2.46: Cambio de orden de los sumadores.
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Luego, ya nos es posible reducir la realimentacién interna:

|

A(s)

B(s)C(s)

1 —B(s)A(s)E(s)

D(s)

Figura 2.47: Reduccién de la realimentacion interna.

Finalmente se realiza la realimentacion externa, y nos queda:

A(s)B(s)C(s)

M(s) =

1-B(s)A(s)E(s)

14

B(s)C(s)D(s)

A(s)B(s)C(s)

1-B(S)A(s)E(s)

" 1+ B(s)A(s)E(s) + B(s)C(s)D(s)

2.8. Ejemplos

Ejemplo 1

Dado el diagrama siguiente, halle la funcién de transferencia:

P

Solucidén

h 4

Gyi(s)

Gy (s)

h 4

Hi(s)

1 Ha(s5)

f

A

Gs(s)

Ga(s)

Hy(s)

Figura 2.48: Diagrama de bloques del ejercicio 1.

Reducimos en serie G5, Ho:

My = GoH>
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Go(IH; () |a

-4.@.._, G1(s) » G2(s5) _.Q‘@_. Gy(s) .

H3(s) }1

Figura 2.49: Diagrama de bloques del ejercicio 1.

Ga(s) [—oo—

Y

Hi(5) L

En retroalimentacion Gs(s), Mi:

Gs Gs
M2 = 1 =
+G3M; 14 G3GaHo
En serie Ms, Gy4: oG
My = MyGy= —37%
B R T GyGaHy
En retroalimentacién Ms, Hq, 1:
M, = 2ba | THGsGaHy 4
1“!‘]\42C774I{1 1+1+G§%H1
En serie G1, Ga:
Ms = G1Go

Finalmente, en retroalimentacion, M = (serie(Ms, My), Hs):

¢G4
Mg = Serie(M5, M4) — GlGQ( 1+G3GoHa )

G3
+ 1+G3G2Ho Hl

G3Gy

_ GG ) = (G1G2)G3Gy
T 14+G3GoHo+G3H, -
e Cat 1+ G3GoHy + G3H;
G1G2G3G4 G1G2G3G4
o Mg o 1+G3GoHo+G3 Hy _ 1+G3GoHo+G3Hy
- - G1G2G3Gy T 14G3GoHy+G3H1+G1G2G3Gy Hs
1 + M6H3 1 + (1+G3G2H2+GBH1 )H 1+G3GoHo+Gs Hy
Resulta:
G1G2G3Gy

M =
1+ G3GoHy + G3Hy + G1G2G3G 4 H3
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Ejemplo 2
Reduzca el siguiente diagrama

H, 4

R c
'i_ @ > GO N/:!) G o p 0O -

H, n

Figura 2.50: Diagrama de bloques del ejercicio 2.
Solucidn:
Primero movemos el punto de la sumas del lazo de realimentacién negati-

va, el cual contiene a Hy hacia afuera del lazo de realimentacion positiva, que
contiene Hy, y obtenemos:

- L (;3 L

Figura 2.51: Diagrama de bloques del ejercicio 2.

Ahora, si se elimina el lazo de realimentacién positiva, se obtiene:

R GGy c
O = ==

Figura 2.52: Diagrama de bloques del ejercicio 2.

56



Al eliminar el lazo que contiene a H2 /G , se forma:

R G G,G6y c
1—GG,H, + G,G3H,

Figura 2.53: Diagrama de bloques del ejercicio 2.

Finalmente, al eliminar el lazo de realimentacién nos queda:

R G'IGZGZ‘- r‘
1—G,G3H, +GyG3H, + G1G,G4

Figura 2.54: Resultado del ejercicio 2.
Ejemplo 3

Reduzca el diagrama de bloques de la siguiente figura:

R(s) ¢

H,

Figura 2.55: Diagrama de bloques del ejercicio 3.

Solucién

Primero vamos a mover el punto de ramificacién de la trayectoria que contiene
H; fuera del lazo que contiene Hs:
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ol =

R(s) ; G _ C(s)

‘—Hz

Figura 2.56: Diagrama de bloques del ejercicio 3.

Luego, vamos a eliminar los 2 lazos de realimentacion:

R(s) G H C(s)
i L+GH, G

Figura 2.57: Diagrama de bloques del ejercicio 3.

Finalmente se reducen en serie los dos bloques anteriores:

R(s) G+ H C(s)
™ 1+6H,

Figura 2.58: Resultado del ejercicio 3.
Ejemplo 4

Simplifique el siguiente diagrama de bloques y obtenga la funcién de transfe-
rencia que relacione C(s) con R(s):

R(s}’. » G b @X(SL G, } p@ €6

- ‘

Figura 2.59: Diagramas de bloques del ejercicio 4.
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Solucidén
Primero vamos a acomodar un poco las conexiones:

L NN Y 4@_5 G, 4@&
__\

Figura 2.60: Diagrama de bloques del ejercicio 4.

Si eliminamos la trayectoria mas corta, tenemos:

R(s) . £(s)
l M G +1 » G, .@

Figura 2.61: Diagrama de bloques del ejercicio 4.

Finalmente, si reducimos los bloques finales en serie, nos queda:

RS ol 6,6, + 6, +1 |E&)

Figura 2.62: Resultado del ejercicio 4.

Entonces:
C(s)
R(s)
También se pudo resolver por otro método:

=G1Ga+Go+ 1

Como la sefial X (s) es la suma de 2 sefiales G1R(s) y R(s), se tiene:

X(s) = G1R(s) + R(s)
La sefial de salida C(s) es la suma de G2X (s) y R(s). Por lo tanto:
C(s) = Ga(s) + R(s) = G2(s)[G1(s)R(s) + R(s)] + R(s)
Y asi se consigue el mismo resultado:

(7(3)
Z\0) 1
R(S) G1Go + Gy +
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Capitulo 3

La transformada de Laplace

3.1. Definicion

La transformada de Laplace convierte una funcién g(¢) del dominio tiempo,
definida para tiempos mayores o iguales a cero, en una funcion G(s) propia del
dominio s mediante la integral impropia descrita en la ecuacion (3.1).

L{y(t)} = /0 "yttt = Y (s) 3.1)

De esta forma, si la integral existe, se dice que G(s) es la transformada de
Laplace de la funcién ¢(t). El factor s es un numero complejo: s = s + jw, por lo
cual toda funcién G(s) puede representarse en el plano cartesiano s, segin se
muestra en la figura[3.7}

Jw

]

Figura 3.1: Plano s compuesta por el eje real ¢ y un eje imaginario jw.

La transformada de Laplace convierte una ecuacién diferencial de orden n en
una ecuacion algebraica de grado equivalente al orden de la ecuacién diferencial,
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por lo que los polinomios del numerador y el denominador de G(s) pueden re-
presentarse por medio de sus respectivas raices, como se indica en la ecuacion

(3.2)

(s+ z0)(s+ z1)...
(s +po)(s+p1)...

A las raices del polinomio del numerador se les llama ceros y se representan
por circulos en el plano s. A las raices del polinomio del denominador se les
denomina polos y se representan por un simbolo a manera de cruz en el plano s.

Y(s) = (3.2)

3.2. Transformada inversa de Laplace

El proceso inverso de encontrar la funcién del tiempo y(t) a partir de la trans-
formada de Laplace Y (s) se denomina transformada inversa de Laplace. La no-
tacion para la transformada es L~!. Se obtiene mediante la siguiente integral de
inversion descrita en la ecuacion (3.3):

1 o+joo
y(t) = LYY (s)] = lim ()/ Y(s)etds, para t >0 (3.3

w—00 " 27] —joo

Donde o , la abscisa de convergencia, es una constante real. Por lo tanto,
la trayectoria de integracion es paralela al eje jw y se desplaza una cantidad o
a partir de él. En nuestro caso, la transformada de Laplace se aplicard general-
mente a sefiales incrementales nulas para t < 0, obteniendo la ecuacion (3.4):

Y (s) = L[Ay(t)] = /000 Ay(t)e stdt (3.4)

En los casos tratados, las funciones que se manejan son racionales

~—

v(s) = 4

p(s

con ¢(s) de grado m , p(s) de grado n y n >= m, por lo que son compo-

sicién que se encuentra representada en las tablas. El proceso que se sigue es

descomponer previamente en fracciones simples la funcion deseada y de esta

manera se halla la transformada inversa de cada sumando con la ayuda de la
tabla de transformadas.

~—
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Los casos que pueden darse, segun la naturaleza de las raices de p(s), cuan-
do n > m. El caso n = m se resuelve llevando a cabo primero la descomposi-
cién.

con grado ¢(s) = grado p(s) — 1.
Descomposicion en fracciones parciales
Caso I: Raices simples

Para el primer caso, se tiene la ecuacion (3.5):

Vie— _ 4s) A
S VTR D @9
Por lo que:
Ayt) =L - ’:‘ipi] = AiePtug(t)

i=1 =1

Donde los coeficientes se obtienen como:

Ai = [Y(s)(s — pi)]s=p,
Ejemplo
Obtenga la transformada inversa de la funcién:

3
s(s+2)(s+0.5)

Y(s) =

Solucidén

Con las raices podemos ver que se trata de un caso con raices reales sim-
ples.

Ar | Ao As

Y
(5) s +8+2+8+0.5
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Donde los coeficientes se obtienen como:

3
Al = [Y(S)S]s:() = (2)(05) =3
3
A2 - [Y(S)(S + 2)]8_—2 - (_2)(_1 5) =1
As = [V (5)(5 + 0.5))so5 = (_0'53)(1 5=
Se obtiene: 5 . 4
Y(s) =5+ s+2 s405

Y la transformada inversa de cada fraccion:

Ay(t) = [3+ e — 47" ug(t)

Se obtiene directamente de la tabla de transformadas.
Caso lI: Raices muiltiples

Para el segundo caso, si la raiz p; tiene multiplicidad r, el término correspon-
diente da lugar a la descomposicion descrita en la ecuacion (3.6).

B, B, B,
Y(s):...+m+...+ 5= p)? + p— + .. (3.6)
t—1
Ay(t) =[... + B, = 1)‘epit + ... + BotePit + BiePit + . Jug(t)
Con:
By = [Y(s(s =pi)")ls = i
1.d .
B F[% (s(s = pi)")]s = p;
1. d? ,
B2 = 2,[ﬁ (s(s —=pi)")]s = pi
1 d(r—l) i,
Bl = (,r, _ 1)' [dS(Til) (S(S p'b) )]5 = DPi
Ejemplo

Dada la funcion obtenga la transformada inversa

0.5

Y = a3 61152
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Solucién
Con las raices podemos ver que se trata de un caso con raices reales malti-

ples:

A1 B2 B1
Y(s) =
O =it erise Tsiis
Donde los coeficientes se obtienen como:

A= () +2)lems = g =2
By =[Y(s)(s+ 1.5)%se15 = (8:2) =1
—0.5 0.5

Br = [¥(5)(s+ 1515 = |

Se obtiene:

T2 =1~ 05y

2 n 1 N 2
(s+2) (s+15)2 s+15
Y la transformada inversa de cada fraccion:

Y(s) =

Ay(t) — [26_2t _ te—1.5t _ 28_1'5t]u()(t)

Se obtiene directamente de la tabla de transformadas.
Caso lll: Raices complejas conjugadas

El tercer caso se puede resolver de dos formas:

1. El primer método consiste en hacer la descomposicion en fracciones sim-
ples considerando las raices complejas independientes.

2. El segundo método consiste en agrupar ambas raices (—o + jwy) en un
solo sumando, que se puede descomponer en la ecuacion (3.7).

Ci(s+ o)

Y(s)=..+

Obteniendo:
Ay(t) = [... + Crcos(wat)e™ " + Cssin(wgt)e 7" + .. Jug(t)

Donde C} y C5 se calculan igualando numeradores en la expresion de Y (s).
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Ejemplo
Dada la funcién obtenga la transformada inversa.

55 4 2 55+ 2

V) = G D 1451 18) ~ ds + (s + 27 + 5

Solucién
Con las raices podemos observar que se trata de una caso con raices malti-

ples.
Aq Cis+ (o

Y(s) =
() (s+1)+(s+2)2+32
Donde los coeficientes se obtienen como

-3

A1 =Y (5)(s+1)]s=—1 = m =

-0.3
Las constantes faltantes se obtienen identificando numeradores:
~0.3(s* + 45+ 13) + (C1s + Co)(s +1) = 55 + 2

(Cys + Co)s* + (C1 4+ Cy — 1.2)s + (Cy — 3.9) = 55 + 2

A =-03
C1=0.3
Cy=5.9

Se obtiene: 0.3 0.35s+ 5.9

Y(s) =
=i T Groe
Y la transformada inversa de cada fraccion:

Ay(t) = [-0.3¢7" + 0.3cos(3t)e 2 + %sin(?)t)e_%}uo(t)
Se obtiene de la tabla de transformadas.
Caso IV: Raices imaginarias multiples
Para el cuarto caso, puede ocurrir que a un sistema con raices imaginarias

se le introduzca como entrada una sefal senoidal o cosenoidal de su misma
frecuencia caracteristica, lo cual origina raices imaginarias dobles.Se obtiene la

ecuacion (3.8).
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2D1wns D2(82 + w,%) Dgwn D4S

Y = ...
(5) + (s 4+ w2)? (s2 4+ w2)? (s2+w2)  s2+w2

+... (3.8)

Obteniendo:
Ay(t) = [...+D1tsin(wpt)+Datcos(wpt)+ Dstsin(wyt)+ Datsin(w,t)+...Jug(t)
Donde Dy, Ds, D3y D4 se calculan por igualacién de coeficientes en el nu-
merador de Y (s).

Ejemplo
El calculo de la transformada inversa de la funcién

1
V()= ——
(s) (s +2)(s + 1)2
Solucién
2 _
Y (s) = Ay 2D;s Dy(s*—1) D Dys

(s+2) (s2+1)2  (s241)? +32+1 +s2+1
Con los numeradores obtendremos las constantes

1=A;(s>+1)24+2D;s(s + 2)+
Dy(s* = 1)(s +2) + D3(s> + 1)(s +2) + Dys(s* +1)(s + 2)

A1+ Ds=0
Dy + D3 +2Dy =0
2A1+2D1 +2Dy+2D3s+ Dy =0

Dy—Dy+Dy+Dy=0

A — 2Dy +2D3 =1

De esta manera se obtiene que A; = 0.04, D; = —0.1, Dy = —0.2, D3 =
0.28y Dy = —0.04.

2s s —1 0.28 s
Y(s) =0.04—— —0.01 —0.2 —0.04———
() +2 (s241)2 (s241)2 + s2+1 s2+1
Al aplicar la tabla de transformadas:

Ay(t) = [0.04e"% — 0.1sin(t) — 0.2cos(t) + 0.28sin(t) — 0.04cos(t)]ug(t)

1
s
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3.3. Propiedades operacionales
Traslacion en el eje s

Lly(t)e™ ] = Y (spa) (3.9)

Esta propiedad supone un producto de dos funciones. Uno de los términos
deberd ser una funcién exponencial creciente o decreciente y el otro término po-
dra ser cualquier otra funcién que no sea exponencial, por ejemplo, potencias de
t o funciones de la forma sin(wt) o cos(wt).

Demostracion

L[y(t)efat] — / y(t)e*“t e Stdt = / y(t)67(5+a)tdt
0

0

Como L{y(t)] = [~ y(t)e stdt = Y (s)

Lly(t)e **) =Y (s + a)

Para transformar funciones de la forma de un producto y(t) por exponencia-
les, crecientes y decrecientes, se obtiene la transformada de Laplace Y (s) de la
funcién y(t), como si estuviera aislada, y a continuacién se sustituye s por (s+a)

si el exponencial es de la forma e~%, o por (s—a) si el exponencial es de la forma
at

e
Ejemplo
Obtenga la transformada de Laplace de la siguiente funcién.
Lle cos(2t)]
Solucioén

Para obtener la transformada de Laplace de la funcién, se aplicara la tabla de
transformadas.

y(t) = e Hcos(2t)
Y (s) = Lle”*cos(2t)]

s+4
YO =G ae
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Traslacioén en el eje t

La funcién escaldon unitario recorrido en el tiempo 1" unidades hacia la dere-
cha, representada de forma U(t — T'), se define como:

0,vt<T
Ut-T)=
1,vt>T

Donde T es el corrimiento en tiempo, lo que significa simplemente una fun-
cion recorrida T' unidades a la derecha del eje ¢.

La transformada de Laplace de una funcion recorrida en el tiempo:

y(t="T),vt>T

ft) =
0,vVt<T
LIf(t)] = e*TY (s) (3.10)
Demostracion
L[f(t)] = /OO f(t)e stdt = /T(o)e—stdt + /OO y(t — T)e *tdt
0 0 T

Al hacer que t — T = u y dt = du, y sustituyendo en la ecuacién anterior:

LU0 = [yt Ddu = T [y v

Por definicion: L[y(t)] = [5° y(u)e *“du = Y (s)

Lif(t)] = 7 /0 " yu)edu = Y (s)

Para transformar funciones de la forma:

y(t—=T),para t>T
f(t) =
0,para t<T
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O su equivalente y(t — T)U(t — T), se obtiene la transformada de Laplace
Y (s) de la funcién y(t), como si estuviera aislada, y a continuacién Y (s)se mul-
tiplica por e*7, donde T es el corrimiento en tiempo.

Ejemplo
Obtenga la transformada de Laplace de la funcién recorrida en el tiempo 27
unidades y definida como

y(t) = sin(t — 2m)U(t — 2m)

Solucion
La transformada de Laplace de la funcién aislada y(t) = sin(t) es:

1
s2+1

Ademas, si se considera que el corrimiento en el tiempo T' = 2, en el domi-
nio s, equivale a multiplicar Y (s) por e 2. El resultado es:

L[sin(t)] =

1
Lisin(t — m)U(t — 2m)] = o 16727“

Transformadas de derivadas

Lly'(t)] = sY (s) — y(0)
Lly"(t)] = s"Y (s) = s"'y(0) — s"72y/(0) — ... = sy"72(0) —y"7H(0) (3.11)

Donde y(0),y'(0),5”(0), son condiciones iniciales.

Demostracion

Llg(t)] = /0 g (t)etat

Al establecer
u=e tdu = —se tdt

dv = ¢'(t)dtv = g(t)

Para resolver por partes la integral anterior, se tiene:
o0 o0
Llg'(t)] = / g (t)e 't = g(t)e™™|F° + s / g(t)e "' dt
0 0

Llg'(t)] = sG(s) — g(0)
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Transformadas de integrales

I /0 y(w)du] = L&) (3.12)

Demostracion
Sea: f(t) = [ y(u)du,

Tal que, si derivamos la expresion anterior f'(t) = y(t), considerando que
f(0) =0, y aplicamos la propiedad de transformada de derivadas:

LIf'(t)] = sL[f ()] = £(0) = Y (s)LIf ()] =

Ejemplo

Conocida la transformada de Laplace de la sefal senoidal, obtenga la sefal
cosenoidal:

S

L[sin(wt)] = o

Se inicia de la siguiente relacion:

cos(wt) = —w/o sin(wt)dr + cos(0)

Aplicando la transformada de Laplace y haciendo uso de la propiedad ante-
rior:

Llcos(wt)] = —wL[/O sin(wT)dT + L{cos(0)]

1 1
= —w-L|sin(wt)| + -
w [sin(wt)] S

2

—w 1
- [ 41].=
[82 + w? +1] s
Es decir: .
L )= ———
[cos(wt)] 7w
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3.4. Transformada de Laplace con MatLab

Evaluacion de raices

El comando roots determina las raices de polinomio de grado n. Su descrip-
cién se encuentra en la tabla 3.1

Tabla 3.1: Comando roots para evaluacion de raices en MatLab.

Comando Funcion Ejecucion
Sipesunvectorfilacon | » p = [1 10 15 20]

los coeficientes del » r = roots(p)

olinomio , roots =

roots (p) p p(s) ) | r .
es un vector columna -8.5141 + 0.0000 1
con las raices del -0.7429 + 1.3406 i
polinomio p(s). -0.7429 - 1.34061

Ejemplo

Obtenga los polos y los ceros del sistema:

_ s+4
346524 17s + 13

Y(s)

Solucion

% Obtencidén de los ceros y polos de G(s)
% Definicidén del numerador como vector fila

num = [1 47;
% Definicidén del denominador como vector fila
den = [1 6 17 13];

% Obtencidén de la raiz del numerador o “cero”

z = roots (num)

z = —4

%$Obtencién de las raices del denominador o “polos”
p = roots (den)

p = -1.1312

—-2.434442.3593 j

-2.4344-2.3593 j
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Obtencion de polinomios a partir de sus raices

El comando poly obtiene el polinomio de las raices dadas. La descripcion de
la utilizacion del comando se encuentra en la tabla[3.21

Tabla 3.2: Comando poly en MatLab.

Comando Funcién Ejecucién

Si r es un vector
columna que contiene

las raices de un » L B [‘i ,( )—2;—3];
poly (p) polinomio, poly(p) esun | ~ I_D = poly(r
vector fila con los b =
16 11 6

coeficientes del
polinomio.

Ejemplo
Obtenga el polinomio asociado a las siguientes raices:

ry=—0.5,r9=—-2,r3=—-15+3jyry = —1.5—3j

Solucion
r = [-0.5; -2; -1.5433j; -1.5-331;
p = poly(r)

1.0000 5.5000 19.7500 31.1250 11.2500

Lo que equivale a este polinomio de grado 4:

st +5.55% +19.755% + 31.125s + 11.25

Convolucion

El comando conv lleva a cabo el producto de funciones representadas en el
dominio s.
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Tabla 3.3: Comando conv en MatLab.

Comando Funcion Ejecucion
» p = [18 2];

Producto de funciones > q (1315
conv (p, 9) » n = conv(p,q)

en el dominio s

11 26 6

—
=

Ejemplo
Obtenga el producto resultante de (s24.5s + 7)(s + 4).

Solucion

% La convolucidn
z = conv ([1 41,[1 4.5 7]);
Z:

1.0000 8.5000 25.0000 28.0000

Lo que equivale a este polinomio de grado 3:
% 4 8.55% 4 255 + 28

Representacion de polos y ceros en el plano s

El comando pzmap efectla la representacién grafica de polos y ceros en el
plano s de una funcién racional previamente definida.

Tabla 3.4: Comando pzmap en MatLab.

Comando Funcién Ejecucion

Grafica d I » G = tf([1 -4
réfica GPOOSYS?SV)OS 201, [1 7 20 50]);
en el plano s de

p(s) » pzmap (G)

pzmap (n,d)
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Ejemplo
Obtenga la representacién gréfica en el plano s de los polos y ceros de:

_ s+4
346524175+ 13

Y(s)

Solucién

Y = tf ([1 4],[1 6 17 13]);
pzmap (Y)

Pole-Zero Map

Imaginary Axis (seco nds™ )

25 2 1.5 1 05 i} 0.5
Real Axis (seconds™)

Figura 3.2: Gréfica de los polos y ceros en MatLab.

Nota: Con Matlab es posible determinar las transformadas de Laplace directa
e inversa, respectivamente, con la utilizacion de los comandos /aplace e ilaplace,
junto con la instruccién syms, que genera variables simbolicas. Por ejemplo, ty s
(para transformar del dominio t a dominio s) y sy t (para transformar del dominio

s al dominio ).

3.5. Ejercicios con MatLab

Ejercicio 1

Obtener la transformada de Laplace del escalon unitario como funcién sim-

bdlica.
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Solucioén

% Definicidén de escaldn unitario como simbdlico
yt = sym('1");

% Obtencién de la Transformada

Y = laplace (yt);

Y =

1/s

Lo que corresponde a:

Ejercicio 2
Obtener la transformada de Laplace del seno como funcién simbdlica.

Solucién

7~

% Definicidén 't’ y 'wo’ como simbolos
syms t wo;
% Definicién funcidén simbdlica

y = sin(wo*t);
% Obtencidén de la transformada

Y = laplace (y)

Lo que corresponde a:
. Wo
L{sin(wyt)up(t)] = w2

Ejercicio 3
Obtener la transformada de Laplace del producto de la exponencial y el co-

seno como funcién simbdlica.

Solucion

% Definicidén ’'t’, 'wd’ y ‘a’ como simbolos
syms t wd aj

Definicién funcidén simbdlica
exp (—a*t) *cos (wd*t) ;

%

y =
Y = laplace (y)
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Lo que corresponde a:

(s+a)

L[e_atCOS<’U)d . t)] = m
d

Ejercicio 4
Obtenga la transformada de Laplace al dominio s.

y(t) = 8sin(4t) — Hcos(4t)

Solucién

syms t s
y = 8*sin(4*t)-5*cos (4*t);
Y = laplace (y)

Por lo tanto:

. 32 55
L[8sin(4t) — bcos(4t)] = 2116 2416

Ejercicio 5

Obtenga la transformada inversa de Laplace.

6s — 4
YO = e
Solucién
Por lo tanto:
[82_?184;4_20} = 6e *'cos(4t) — de *sin(4t)
Ejercicio 6

Descomponer en fracciones simples la funcién siguiente.

0.5
(s +2)(s+1.5)2

Y(s) =
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Guardando en "A;" los numeradores, en "p;" las raices y en "¢" el término
entrada-salida:

Solucién

clear

» [Ai, pi, c] = residue (0.5, conv ([l 2], conv ([l
1.5], [1 1.5]1)))
Al =

2.0000

-2.0000

1.0000

pi =

-2.0000

-1.5000

-1.5000

c=

Por lo tanto:

2 -2 1

Y =
&)= T 5515 T Grioe
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3.6. Transformadas de Laplace de funciones tipicas

N° Tabla de transformadas de Laplace

1 Ay(t) Y(s)

2 o(t) 1 5>0
3 uo(t) 1 5>0
4 t-up(t) S% s>0
5 2 u(t) % $>0
6 e~ g (t) lera s>a
7 1 — e ug(t) S5ra) s>a
8 te g (t) (SJrla)Q s>a
9 %e““uo(t) (SJrla)3 s>a
10 sin(wpt)up(t) Sﬂiﬁzu% >0
11 cos(wnt)up(t) m s>0
12 | tsin(wyt)up(t) (Sfi’g%)g 5>0
13 | teos(wpt)up(t) (58224:5,2:21)2 5>0
14 | sin(wqt)e "tup(t) (54;:7;21113 s>0
15 | cos(wqt)e tug(t) (s+<87—)~_720+w§ s>0
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Capitulo 4

Modelado dinamico de sistemas

4.1. La funcion de transferencia

La funcién de transferencia de un sistema descrito mediante una ecuacion
diferencial lineal e invariante en el tiempo se define como el cociente entre la
transformada de Laplace de la salida (funcién de respuesta) y la transformada
de Laplace de la entrada (funcion de excitacién) suponiendo que todas las con-
diciones iniciales son cero.

Definicion

Sea un sistema que, ante una entrada Au(t), responde con salida Ay(t), con
Au(t) = Ay(t) = 0,vt < 0.

A0 4,(6)

Figura 4.1: Entrada y salida de un sistema.

Considere las siguientes condiciones:

Para cualquier entrada que posea L[Au(t)], también existe L[Ay(t)]. El co-
ciente para cualquier entrada que posea L[Au(t)] sera

[Ay(t)]
Au(t)
Siempre independiente de la entrada.
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Este cociente, que es funcién de s, lo denotaremos como G(s). El producto
Y (s) = G(s)U(s) se simboliza mediante el siguiente bloque:

U(s) Y(s)

| Gls) | —*

Y(s) = G(s)U(s)

Figura 4.2: Funcién de transferencia de entrada y salida de un sistema.

G(s) = (4.1)
Ejemplo analitico

Se tiene un sistema cuya respuesta ante entrada escalén unitario es [7 —
1
7efét]u0(t) y cuya respuesta a la rampa unitaria es [7t — 14 + 14e™ 2" ug(t).
Utilizando el primer par entrada / salida de la funcién de transferencia resulta:

7 7 3.5
s 305 s(s+0.5) 3.5

G(S) _ L[[7 — 7e_§t]u0(t)]

S
L{ug(t)] -1 1 5405

Ahora con el segundo par tenemos

3.5
G(S) _ L[Wt — 144 146_%]u0(t)} sl2 — 1754 + siéf) _ s2(s40.5) 3.5

L{tuo(t)] - . 4 5405

Puede observarse que la funcién de transferencia es unica.

Ejercicio en MatLab

clc

clear

G=tf ([3.5],[1 0.5])

% %$Sefial escaldn unitario step (G)
grid on

% $Respuesta en funcidén del tiempo
t=0:0.01:20

y=7-7T*exp (-0.5*t)

figure
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plot (t,y)

grid on

title (’'Sefial escaldn unitario’)
xlabel (' Tiempo (s)’');

yvlabel ('Amplitud’)

La respuesta que nos indican, aplicando la sefial escal6én unitario en las dos
representaciones:

Seifial escalon unitario
i T —

Amplitud

0 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)

Figura 4.3: Respuesta ante sefal escalén unitario

Sistema Hibrido

El sistema hibrido consiste en muestrear y reconstruir una sefial, con entrada
y salida continuas.

| al

G(s) N G(s)

—
Ax (t) {Ax, } AR(t)

Figura 4.4: Representacién de sistema hibrido.
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No tiene funcién de transferencia, ya que dos entradas x(t) diferentes po-

drian dar lugar a la salida igual Z(t), con lo que el cociente entre §8 no es
independiente de la entrada. Observe que, si existe funcién de transferencia, el
sistema es lineal, ya que, si ante una entrada Uj(s) la salida es Yi(s), y ante
entrada Us(s) la salida es Ya(s), entonces, ante entrada c1U;(s) + caUa(s), la
salida es ¢1Y1(s) + c2Ya(s):

U](S) Y[(S)
—»| G(S) |—»

c1U1(8) + c2U2(s) c1Y1(8) + cz¥a(s)

—_— | G§) | ———

Ua(s) Ya(s)

—| G(S) | —»

Figura 4.5: Representacion de sistema hibrido.

Efectivamente, multiplicando las dos primeras ecuaciones por ¢1 y c2, res-
pectivamente, y sumandolas, se obtiene la tercera:

c1zfYi(s) = G(s)Ui(s)]
cox[Ya(s) = G(s)Us(s)]
1Y1(s) + 2Ya(s) = G(s)[crUi(s) + caUa(s)]

Sistemas diferenciales invariantes

Para obtener la funcién de transferencia a partir de la ecuacién diferencial
gue modela el sistema, ésta ecuacion diferencial debera ser lineal e invariante.

Demostracién de la funcién de transferencia

any™ () + an_1y™ V(@) + .o+ ari(t) + agy(t)
= by t™(t) + by 1™ L (t) + ... 4 bya(t) + bou(t)
Para obtener la funcién de transferencia se aplica la transformada de Laplace
en los dos miembros.
anLly™ (8)] + an—1 Lly" ' ()] + ... + a1 L[H(8)] + aoL[y(t)]
= by L[u™ (t)] + b1 L[u™ 1 ()] + ... + b1 L[u(t)] + boL[u(t)]
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Se debe tener en cuenta que la transformada de Laplace se aplica solo a
ecuaciones diferenciales lineales. Las no lineales no tiene funcién de transferen-
cia. En este caso:

ans"Y (8) + an_15" 'Y (s) + ... + a15Y (s) + agY (s)
= by s"U(S) + bype18™ LU (8) + ... + b1sU(s) + boU(s) + r(s)

Asi pues:

b S™ + byy15™ L 4 ... 4+ bis + by r(s)

Y(s) = U
(5) 8" + ap_18" 1+ ...+ ais+ap + (8)+ans" +ap_18" L+ ... +a1s+ ag

S r{s
Y(s) = as) )U(s) + r(s)
p(s) p(s)
Con la expresion obtenida se puede observar el polinomio p(s), al cual se
le denomina polinomio caracteristico. Y r(s) es el polinomio de las condiciones
iniciales.

El polinomio caracteristico es de grado n y ¢(s), de grado m. Donde m < n
y r(s) de grado r < n.

Debido a Au(t) = Ay(t) = 0,Vt < 0, se verifica que r(s) = 0, cancelandose
las condiciones iniciales. Entonces:
Y(s) q(s)  bms™ +bp_18™ 1+ ..+ bis+ by

= = = 4.2
Gls) U(s) p(s)  aps"+ap_18"" 1+ ...+ ais+ag (42)

Ejercicio
Dado el sistema modelado por la ecuacién:

agAy(t) + alAg)(t) + aoAy(t) = bQA’il(t) + b1Al'L(t) + boAu(t)
Solucidén
Condiciones de frontera: todas las entradas son nulas para t < 0,

Primera integracién

as N (1) + ar Ay (t)ag / Ay(u)dp
— bait) + () + 0 [ " Ay(u)dn
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Con t = 0 se obtiene:
a2 AH(0) 4 a1 Ay(0) = b Au(0) + by Au(0)

Segunda integracién

t t 2
a2 Ay(t) + a1 / Ay(p)dp + ao / Ay(pa)dpadps
t t w2
= byAu(t) + by / Aulp)dp + bo/ Au(py)dpdpe

Con t = 0 se obtiene:
asAy(0) = byAu(0)

Si ahora se aplica la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial:
a95°Y (5) — agsAy(0) — azAy(0) + a1sY (s) — a1 Ay(0) + agY (s)

= bys?U(s) — bpsAu(0) — ba Aw(0) + bysU(s) — by Au(0) + boU((s)
De la ecuacion anterior se observa que todos los términos que no incluyen
Y (s) ni U(s) se eliminan:
a2s%Y (s) + a15Y (s) + agY (s) = bas’U(s) + bysU(s) + boU((s)
Es decir:

Y(S) i b282 + b18 + bg

G = =
(s) U(s) a2s+ais+ag

Ejercicio en MatLab

clc

clear

syms s

G=(2*exp (-5*s)) / (s+3)

Y=ilaplace (G)

t=0:0.1:20

y=2.*heaviside(t - 5).*exp (15 - 3.*t)
plot (t,vy)

grid on
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title ('Funcién de transferencia exponencial’)
xlabel (' Tiempo')

ylabel ('Amplitud’)

% Funcién de transferencia exponencial
1oy T T T T T T T T T
1
3 |
a |
E
-
|
0o |
|
1
0 | o==itl) L
0 ped 4 5] i} 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 4.6: Gréfica de funcion de transferencia, ejemplo

La funcién de transferencia, al contener una exponencial negativa, la res-

puesta ante una sefial escaldn la gréafica es similar a la respuesta de una senal
impulso de una funcién ordinaria.

4.2. Modelado de sistemas mecanicos
Elementos del sistema masa-resorte-amortiguador

Resorte: modelan la deformacién elastica de los materiales.

= Traslacion: resorte comun, ver figura[4.7]

Fk:k"A$:]{7'(ZE1—ZE2)

= Rotacién: resorte de torsién, ver figura[4.8]

Te =k A=k (6 — 0s)

85



O Nk )
7 LY IRVIRY. ]

o K 0

| 2

Figura 4.8: Resorte de torsion.

Amortiguador: modelan la friccién entre elementos (generalmente friccién vis-
cosa).

» Traslacion: amortiguador, ver figura[4.9]

X1

e

Figura 4.9: Resorte comun.

Fp=B-2'=B- (2] —2b5) (4.5)

= Rotacién: rodamiento, ver figura[d.70}

N M
—- I ~
Wi B W

Figura 4.10: Resorte de torsion.

Tz =B-0 =B (0, —0)) (4.6)
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Engranajes: modelan el acople entre dos ejes de rotacién.

Ny
/-_ Il/-_-\. r1
__‘_J. _-_//
Pt o) —

| F—
Ez Po(t) 8,(t)

Figura 4.11: Resorte comun.

= Numero de dientes y radio:
N

Ny 1o
= Desplazamiento lineal:
01-r1="02-12

= Trabajo angular:

Ty - 61 =15 - 09
Ejercicio 1
Encontrar la ecuacion diferencial y la funcién de transferencia del siguiente
sistema.
-
Figura 4.12: Sistema masa-resorte-amortiguador.
Solucidén

Primero se deben identificar las entradas y salidas del sistema. En este caso
la entrada es la fuerza u(t) y la salida es el desplazamiento de la masa m pro-
ducto de la fuerza. Ademas, el sistema considera la friccion viscosa mediante el
amortiguamiento b y la deformacion eléstica de los materiales mediante el resor-

te k.
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Ecuacion diferencial

Diagrama de cuerpo libre:

Fk

Fla

Figura 4.13: Diagrama de cuerpo libre del sistema.
Sumatorias de fuerzas:

Se realiza la sumatoria en el eje X debido a que en aquel eje se encuentran
las variables de estudio (entrada y salida):

ZF =m-z"
u(t) — Fy — FB,=m-a2"

Al dejar solo a u(t) se obtiene la ecuacién (4.10), que es la ecuacion diferen-
cial ordinaria no homogénea que describe el sistema:

ma” + bz’ + kx = u(t) (4.10)
Al despejar =" (aceleracion) se obtiene:

o u(t) — bx’ — kx

m

Funcion de transferencia

Aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial ordinaria (4.10).
Obteniendo:
ms®X (s) + bsX(s) + kX (s) = U(s)

Factor comln X (s):

[ms® + bs + k| X (s) = U(s)
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Despejando % se obtiene finalmente la funcién de transferencia del siste-

ma descrita en la ecuacién (4.11):

X(s) 1
U(s) ms2+bs+k (“.11)

Ecuacion diferencial en Simulink y funciéon de transferencia en Simulink

]

el
] D

1
m-s+B-s+k

Figura 4.14: Ecuacion diferencial y funcion de transferencia en Simulink.

Ejercicio 2
Encontrar la ecuacién diferencial y la funcién de transferencia del siguiente
sistema:

Figura 4.15: Sistema masa-resorte-amortiguador con desplazamiento como en-
trada.
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Solucidén

Primero se deben identificar las entradas y salidas del sistema. En este caso
la entrada es el desplazamiento u(t) y la salida es el desplazamiento z(t) de la
masa m. Ademas, el sistema considera la friccion viscosa mediante el amorti-
guamiento b y la deformacion elastica de los materiales mediante el resorte k.

Ecuacion diferencial
Diagrama de cuerpo libre:

Figura 4.16: Diagrama de cuerpo libre del sistema.

Sumatorias de fuerzas:

ZF =m-a"
Fk—l-Fb:m'l‘”
k(u—z)+bu —2)=m- 2"

Al dejar solo a u(t) en un lado de la ecuacién se obtiene la ecuaciéon (4.12),
que es la ecuacion diferencial ordinaria no homogénea que describe el sistema.

ma” + bx’ + kx = bu' + ku (4.12)

Al despejar z” (aceleracion) se obtiene:

,  bu +ku—br — kx
x pr
m
Funcion de transferencia

Aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial ordinaria (¢.12).
Obteniendo:
[ms? + bs + k]| X (s) = [bs + k]U(s)
X(s)

Despejando U(s) S€ obtiene finalmente la funcién de transferencia del siste-
ma descrita en la ecuacion (4.13):
X(s) bs + k

Gls) = U(s) T ms?+bs+k (4.13)
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Funcion de transferencia en Simulink

h

j » B-s+k C]

m-s$+B-s+k

Figura 4.17: Funcién de transferencia en Simulink.
Ejercicio 5

Obtener el modelo matematico que relacione la entrada «(t) con las salidas
z1(t) y w2(t)

uctd =10t =20t
—f—

N
.

CR

Figura 4.18: Sistema de dos masas-resorte-amortiguador.

Solucidén

Primero se deben identificar las entradas y salidas del sistema. En este caso
la entrada es el desplazamiento u(t) y la salida son los desplazamientos 1 () y
x2(t) de la masa m; y de la masa ma, respectivamente. Ademas, el sistema con-
sidera la friccion viscosa mediante el amortiguamiento b y la deformacion elastica
de los materiales mediante tres resortes ki, ko y k3.
Andlisis de la Masa m;

Diagrama de cuerpo libre:

Sumatorias de fuerzas:

Z
g Fr=m1- 2]

u(t) _Fkl —FkQ—Fb:ml-x/{
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Figura 4.19: Diagrama de cuerpo libre de la masa m;.

En el presente caso se debe tener en cuenta que la Fj, pertenece al resorte
que esta conectado a las dos masas, por tanto el desplazamiento total dependera
de los dos desplazamientos. En consecuencia, se representa como la diferencia
de los desplazamientos =1 y x2. Esto también se cumple para el caso de las

velocidades 2 y 4.
u(t) — kywy — ko(x1 — 22) — (2] — 25) = mq - 2]
u(t) —ky-xy — ko a1 + ko wo— b2y +b-ab=my -]
w(t) —ky-xo+b-ah=my x| +b -2+ ka1 + ko1
Ecuacién diferencial simplificada:
u(t) — kg -xo+b-ah=my 2] +b-2) + (k1 + k) - 21
Despejando z/:

x,,_U(t)+k2-x2+b'$/2—b-.%'ll—(]{31+k2)-x1
1=

m1

Transformada de Laplace

U(s) + (bs + ko) Xa(s) = (m15* 4 bs + (k1 + k2)) X1 (s)

Andlisis de la masa my
Diagrama de cuerpo libre:

e |-

Figura 4.20: Diagrama de cuerpo libre de la masa ms.
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Sumatorias de fuerzas:

ZF =mgy - Ty
Fio + Fy — Fi3 = my - 2
ko (vy —x2) +b- (2] — %) — ks - 29 = ma - 2}
]{72-.%'1—k2~$2+b-.%”1—b-xé—kg-xgzmgx/é

Despejando 2:

gy o k@b —bay — (bt k)

ma
Transformada de Laplace
(b - S+ kQ)Xl(S) = (mg - g2 +b-s+ (]432 + k3))X2(8) (4.15)

Funcion de transferencia

Para obtener la funcién de transferencia se debe tener en cuenta que se
tienen dos salidas con una entrada. Por tanto, se requieren dos funciones de
transferencia, uno que relaciones la entrada u(t) y z1(t) (ecuacién (.16)) y la
otra que relaciones u(t) y x2(t) (ecuacion (4.17))

Gi(s) = )él(f)) (4.16)
Ga(s) = )52((3 (4.17)

Para obtener G1(s) y Ga(s) se resuelve el sistemas de ecuaciones con la

ecuacion (4.74) y ecuacion (4.15).
Procedimiento para G1(s)
Despejando X»(s) de la ecuacion (@.15) y sustituyendo en la ecuacién (4.14).

Finalmente, aplicando algebra se obtiene la ecuacion reducida a la siguiente
forma:




B mas® + bs + (k2 + ks3))
mimest + (bm1 + bm2)83 + (m1k2 + miks + moks + m2k'2)82 + ...

= 4.18
e+ (b/{?l + bk‘g)s + (k‘lk‘Q + k1ks + ]{32]{53) ( )

Procedimiento para Ga(s)

Despejando X (s) de la ecuacion (4.15) y sustituyendo en la ecuacion (4.14).
Finalmente, aplicando algebra se obtiene la ecuacién reducida a la siguiente for-
ma:

_ X2($)
U(s)
b-s+ ko

Ga(s)

mi1-mg-st 4+ (my-b+mo-b)s3+ (my-ke+my-ks+mo-ki+mg-ky)s®+ ...

= 419
i+ (b-ks+b-ki)s+ (k1 -ko+ ki - ks + ko - k3) ( )

ECUACIONES DIFERENGIALES
] >
e .
12> -
. R B
l/

x2'

o

Figura 4.21: EDO del ejemplo 3 en Simulink
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4.3. Modelado de sistemas eléctricos

En esta seccion se aborda la creacién de representaciones matematicas (mo-
delado matematico) y el examen de cémo los sistemas eléctricos responden. Ya
que los fundamentos de los circuitos eléctricos son conocimientos comunes, esta
seccion debe considerarse como un repaso. Se exponen los principios basicos
de los circuitos eléctricos, como la ley de Ohm y las leyes de Kirchhoff. Luego se
profundiza en la generacion de modelos matematicos y el andlisis de cuestiones
relacionadas con los circuitos. Se detalla también la comprension de la potencia
y la energia eléctrica, asi como los sistemas andlogos en la parte final del capi-
tulo.

Después de esto, se inicia un repaso de los fundamentos esenciales, que
incluyen conceptos como carga, voltaje, corriente, fuente de voltaje y fuente de
corriente. Luego se proporciona una descripcion de los elementos fundamenta-
les que conforman los circuitos eléctricos: el resistor, el capacitor y el inductor.

Carga

La carga en un circuito eléctrico se refiere a la propiedad eléctrica de las par-
ticulas subatémicas, principalmente electrones, que transportan una cantidad de
electricidad. En un circuito eléctrico, los electrones son los portadores de carga
y se mueven a través de los conductores, como los cables metalicos, generando
una corriente eléctrica.

La carga eléctrica se mide en unidades llamadas culombio (C). Un culombio
es una cantidad de carga que transporta aproximadamente 6.242210'® electro-
nes. La direccion del flujo de carga en un circuito eléctrico es desde el polo ne-
gativo hacia el polo positivo de una fuente de voltaje, una bateria por ejemplo.

Voltaje

El voltaje, también conocido como diferencia de potencial eléctrico, es una
medida de la energia potencial eléctrica por unidad de carga en un circuito eléc-
trico. Representa la fuerza o presién eléctrica que impulsa a las cargas eléctricas
a moverse a lo largo de un conductor. El voltaje se mide en unidades llamadas
voltios (V).

En términos mas simples, el voltaje indica la cantidad de trabajo que se reali-
za para mover una carga eléctrica de un punto a otro en un campo eléctrico. Un
voltio se define como la diferencia de potencial eléctrico entre dos puntos cuando
un julio de energia se utiliza para mover un culombio de carga de un punto al otro.
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Corriente

La corriente eléctrica es el flujo ordenado de cargas eléctricas a través de un
conductor, como un cable metalico, en un circuito eléctrico. Esta corriente consis-
te en el movimiento de electrones (cargas negativas) en una direccion especifica.
La corriente se mide en unidades llamadas amperios (A).

_ dg
T odt

Cuando hay una diferencia de potencial, es decir, un voltaje aplicado, los
electrones son impulsados a moverse desde un area de menor potencial eléctri-
co (polo negativo) hacia un area de mayor potencial eléctrico (polo positivo).

1

Fuentes de Voltaje

Una fuente de voltaje es un componente que crea una diferencia de poten-
cial eléctrico entre dos puntos en un circuito, lo que impulsa el flujo de corriente
eléctrica. En otras palabras, proporciona la fuerza electromotriz (FEM) necesaria
para que las cargas eléctricas se muevan en el circuito. Las fuentes de voltaje
pueden ser de dos tipos principales:

Fuentes de voltaje continuo: También conocidas como fuentes DC (corrien-

te continua), mantienen un voltaje con la misma polaridad en todo instante de
tiempo. Por ejemplo las baterias y las fuentes de alimentacion reguladas.

-+

Figura 4.22: Fuente de voltaje en DC

Fuentes de voltaje alterno: Estas fuentes alternan su polaridad seguin un pe-
riodo definido. Son comunes en aplicaciones como pruebas y ajustes de circuitos.

Figura 4.23: Fuente de voltaje en AC
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Fuentes de corriente

Una fuente de corriente es un componente que suministra una corriente eléc-
trica constante o variable a un circuito. A diferencia de las fuentes de voltaje, que
mantienen un voltaje constante, las fuentes de corriente mantienen una corrien-
te constante independientemente del voltaje en sus terminales. Las fuentes de
corriente son menos comunes que las fuentes de voltaje y se utilizan en aplica-
ciones especificas, como pruebas de componentes y dispositivos.

Figura 4.24: Fuente de corriente
Resistor
Un resistor es un componente pasivo utilizado en circuitos eléctricos y elec-
trénicos para limitar o controlar el flujo de corriente eléctrica. Su funcion principal

es proporcionar resistencia al paso de la corriente. La resistencia eléctrica se mi-
de en ohmios (£2) y se simboliza con la letra R.

Figura 4.25: Resistor

La relacion entre el voltaje aplicado a través de un resistor, la corriente que
fluye a través de él y su resistencia se describe mediante la Ley de Ohm:

Donde:
V' es el voltaje en voltios (V') a través del resistor.

I es la corriente en amperios (A) que fluye a través del resistor.
R es la resistencia en ohmios (£2) del resistor.
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Capacitor

Un capacitor es un componente eléctrico utilizado para almacenar y liberar
carga eléctrica. Consiste en dos placas conductoras separadas por un material
dieléctrico, que es un aislante eléctrico. Cuando se aplica un voltaje a través del
capacitor, se acumula una carga en las placas, creando un campo eléctrico entre
ellas. Su funcion principal es almacenar energia en forma de campo eléctrico y
liberarla posteriormente.

La capacitancia de un capacitor se mide en faradios (F) y se representa con la
letra C. La capacidad se relaciona con la carga almacenada y el voltaje aplicado
a través del capacitor mediante la siguiente ecuacion:

c=1

v

Donde ¢ es la carga almacenada y v es el diferencial de voltaje en el capaci-
tor.

Inductor

Un inductor es un componente eléctrico utilizado para almacenar energia en
forma de campo magnético. Consiste en una bobina de alambre enrollado al-
rededor de un nucleo, generalmente hecho de material ferromagnético. Cuando
fluye corriente a través de la bobina, se genera un campo magnético alrededor
de ella. La energia se almacena en este campo magnético y se libera cuando la
corriente se detiene o cambia.

La inductancia de un inductor se mide en henrios (H) y se representa con
la letra L. La inductancia se relaciona con la cantidad de corriente que fluye a
través del inductor. La inductancia y la corriente estan relacionadas mediante la
siguiente ecuacion:

Donde:
Ves el voltaje en voltios (V') a través del inductor.

L es la inductancia en henrios (H) del inductor.
di/dt es el cambio en la corriente en amperios por segundo (A/s).
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Despejando el voltaje de la anterior ecuacion se obtiene:

v, = L@
dt
Los inductores tienen la propiedad de oponerse a los cambios en la corriente
que fluye a través de ellos, lo que se conoce como reactancia inductiva. Esta
propiedad los vuelve Utiles en aplicaciones como filtros de sefal y en la estabi-
lizacién de corriente en circuitos; también se usan en circuitos resonantes y en
transformadores.

Circuito RLC
Un circuito LRC consiste en una combinacion de elementos inductivos (L),

resistivos (R) y capacitivos (C). En la tabla[4.1]se describen las representaciones
matematicas de los componentes:

Elemento Ley Ecuacién

di(t)

Inductor (hernios) Ley de Ohm vr(t) = L=

Resistor (ohmios) | Ley de Faraday | wgr(t) = R-i(t)

Capacitor (faradios) | Leyde Lenz | ve(t) = % Ji(t)dt

Tabla 4.1: Resumen de la caida de voltaje en los componentes eléctricos.

La figura [4.26] exhibe un circuito RLC en el cual el voltaje alterno de la fuente,
v;(t), se presenta como la variable de entrada. Los elementos que componen es-
te circuito son los siguientes: L, que representa la inductancia; C, la capacitancia;
y R, la resistencia. La variable de salida, vy(t), se define como la diferencia de
potencial a través del condensador e i(t) es la corriente.

Se aplica la ley de voltaje de Kirchhoff debido a la presencia de una malla
cerrada con direccion horaria elegida arbitrariamente

UR(t) + Uc(t) + UL(t) = Ui(t)

Reemplazando los términos vg(t), ve(t) y vi(t) por las expresiones de la
tabla[4.7] obtenemos:
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@ v (t) i L va (1)
).n’ ‘

Figura 4.26: Circuito RLC.

R-i(t) + % - /i(t)dt ‘L dil(tt) — (1)

La variable de entrada del sistema es v;(t) (voltaje de entrada) y la salida es
vo(t) (voltaje de salida). Identificando las variables, se sabe que la funcién de
transferencia, utilizando la transformada de Laplace, es:

Y(s)
Ul(s)

G(s) =

Por tanto, la funcion de transferencia en el dominio frecuencial es:

Vols) _ ¢y 1)
Vils) R-I(s)+%-1-I(s)+L-s-I(s)

s

Simplificando la expresién mediante operaciones algebraicas, se obtiene:

I(s) Cs
Vi(s) LCOs2+ RCs+1

Las ultimas ecuaciones, en términos mas simples, proporcionan una com-
prensién de como un sistema atenta o amplifica diferentes componentes de
frecuencia de la sefnal de entrada. También permite analizar la estabilidad, la
respuesta en frecuencia y otros comportamientos del sistema.

Funciones de trasferencia de elementos cascada

Los circuitos eléctricos se forman de varios componentes, lo cual aumenta la
complejidad del sistema. Para ello, se utilizaran las mismas leyes fundamentales
de Kirchhoff para encontrar el modelo correspondiente al circuito.

Considerando el circuito de la figura 9 como variable de entrada a v;(t) y va-
riable de salida a vy, ().
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Figura 4.27: Circuito con elementos en cascada.

Se utilizara la ley de voltajes de Kirchhoff, por ende, se determinaron la malla
1 y malla 2 con direccion de referencia horaria y antihoraria correspondientemen-
te, en conjunto con el sentido de la corriente, visualizado en la figura [4.28]

k:

iy

| c |
£ (1) J \

3
r(t) )L
% 3

Figura 4.28: Mallas en el circuito.

Para la primera malla cerrada, se determin6 usando la ley de mallas, sabien-
do que el condensador es un elemento pasivo.

Ui(t) = VR, (t) + Ug(t)

vi(t) = i1 () Ry + % /[il(t) o (8)]dt

Para la segunda malla cerrada, se us6 la misma ley:

0 = UL(t) + URQ(t) + Ug(t)

0= vr(t) + ia(t)Ry + % / i1 (8) + i (1)) dt
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Para obtener la funcién de transferencia se debe tener en cuenta que la sefal
de salida es vy, (t) y la sefal de entrada es v;(t). Por tanto, se llega a la siguiente
expresion:

Cs
V() CsRy 1
G(S) = = ~ Cs'sli CR2 1

1
LCR;s? L Ls

Realizando simplificaciones y operaciones algebraicas, se consigue la ecua-
cién que representa la funcién de transferencia del circuito.
Vi(s) —Ls
‘/1(8) N LCR182 + (L + CRlRQ)S + Rl + R2

La presencia del signo negativo en el numerador se debe al sentido contrario
de la corriente que se tomé en la segunda malla. Al cambiar el sentido de la
corriente, la siguiente ecuacion seria la funcién de transferencia.

Vi(s) Ls
V;(S) N LCR;s? + (L + CRlRQ)S + R+ Ro

Supongamos que se toman los valores de la tabla[4.2] para un ejercicio prac-
tico con el circuito eléctrico.

Elemento Magnitud
Resistencia 1 (2) 22
Resistencia 2 (£2) 15

Capacitor (mF) 1
Inductor (mH) 3

Tabla 4.2: Tabla del ejercicio.

Si se sustituyen los valores correspondientes:

Vi(s) 1-1073s
Vi(s)  2.2-1075s2 4 0.333s + 37
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Consecuentemente, se analizarg la respuesta del sistema respecto a diferen-
tes senales de entrada. La primera sefal sera un paso unitario de 5 (voltios) en
el instante de 1 (segundo), simulando una sefial en corriente directa. Las simula-
ciones se realizaran en el programa Simulink de Matlab.

Valtaje (V)

1 2 3 4
Tiempo (s}

Figura 4.29: Voltaje de la fuente vs tiempo.

le—3
. 2.2 — 357 + 0.33s + 37

=

Figura 4.30: Diagrama de bloques del sistema ante el paso unitario.

Waltaje en el inductor (VL)

S

-\-H_\-‘_‘"——\_._

i 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Tiempo (s)

7000 8000

Figura 4.31: Voltaje del inductor vs tiempo.

Se utiliza la ecuacion (13) para determinar la corriente i2(¢). Se multiplicara
el vr(t) y i2(t) para determinar la potencia del componente.
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El circuito, al ser alimentado por 5 [V] constantemente ocasiona que el in-
ductor se abra, ya que simularia que el inductor esta trabajando en corriente
continua, haciendo que el diferencial de voltaje en un primer instante sea maxi-
mo y rapidamente llegue a cero. La grafica representa esto. El voltaje ent = 7ms
[s] llega hasta 15.5 mV aproximadamente y en ¢ = 1.08 [s] llega a estabilizarse
en 0 debido a lo antes mencionado.

Se usa una sefal senoidal con amplitud de 5 (voltios) y una frecuencia de 1
Hz para simular un voltaje en corriente alterna.

=
=
W=
|

WVallaja (V)
=

L

T
5 | \v/ / ﬁ\\ j

2 25 3 3 4
Tiempo (s}

o

Figura 4.32: Voltaje de la fuente vs tiempo.
—

le=3
. Y 22e-35+0335+37 'g

Figura 4.33: Diagrama de bloques del sistema ante una sefal senoidal.

El voltaje del inductor es de menor amplitud a la sefal de entrada. Debido a
la presencia de capacitancias e impedancias que varian a vy, se puede eviden-
ciar que la sefal de entrada y la sefal de salida tienen diferentes frecuencias y
amplitudes. Incluso la cresta inicial de la grafica vy, vs t es irregular, debido a que
el capacitor tiende a cargarse provocando un cambio en el voltaje del inductor.
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Figura 4.34: Voltaje del inductor vs tiempo.

4.4. Modelado de sistemas electromecanicos
Principio de operacién basica de motores de CD

El motor de CD es basicamente un transductor de par que convierte energia
eléctrica en energia mecanica. El par desarrollado en el eje del motor es direc-
tamente proporcional al flujo en el campo y a la corriente en la armadura. Como
se representa en la figura, un conductor que lleva corriente esta colocado en un
campo magnético con flujo ¢, a una distancia r del centro de rotacion. La relacion
entre el par desarrollado, el flujo ¢ y la corriente 7, es:

Tn = m¢ia (4-20)

Donde T}, es el par del motor (N-m, Ib-pie, u 0z-plg), ¢ es el flujo magnético
(webers), 1, es la corriente de armadura(amperes) y K,,, es la constante de pro-
porcionalidad.

Ademas del par desarrollado por el arreglo de la figura, cuando el conductor
se mueve en el campo magnético se genera un voltaje entre sus terminales. Este
voltaje, la fuerza contraelectromotriz, la cual es proporcional a la velocidad del
eje, tiende a oponerse al flujo de corriente. La relacion entre la fuerza contraelec-
tromotriz y la velocidad del eje es:

ey, = Kipowp, (4.21)

En donde e, denota la fuerza contraelectromotriz(volts) y w,, es la velocidad
del eje(rad/s) del motor. Asi estas ecuaciones definen la base de la operacion del
motor de CD.
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Flujo magnético
P orientado en forma

\ 3 o
Wrndml ¥ uniforme
F""’Tr\\ T=Fr
) Conductor que
lleva una
corriente [

Barrera de aire

(urreglo de conductores en
forma de 1wz ranurads)

Trayectoria de flujo Centro de
Nickeo rolacién

Figura 4.35: Funcionamiento de motor CD. Recuperado de: Fitzgerald, A. E.
2004. Maquinas eléctricas. México, DF: McGraw-Hill..

Modelado matematico de motor de corriente continua controlado por
un inducido

La armadura estd modelada como un circuito con resistencia R, conectada
en serie a una inductancia L, y a una fuente de voltaje e, que representa la
fuerza contraelectromotriz en la armadura cuando el rotor gira. Las variables y
pardmetros del motor se definen como sigue:

iy(t) = corriente de armadura L, = inductancia de la armadura

R, = resistencia de armadura e,(t) = voltaje aplicado

€,(t) = fuerza electromotriz K;, = constante de la fuerza contraelectromotriz
T.(t) = par de carga @ = flujo magnético en el entrehierro

T (t) = par del motor w,, (t) = velocidad angular del rotor

6,,(t) = desplazamiento del rotor | J,, = inercia del rotor

K; = constante del par B,, = coeficiente de friccidn viscosa

Figura 4.36: Nomenclatura de elementos electromécanicos

El control del motor de CD se aplica a las terminales de la armadura en la
forma del voltaje aplicado e, (). Para un andlisis lineal, se supone que el par de-
sarrollado por el motor es proporcional al flujo en el entrehierro y a la corriente
de la armadura. Por tanto:

T (t) = Kp, (t)¢ia(t)

Ya que ¢ es constante, la ecuacion se escribe como:

T (t) = Kiia(t)
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Parte mecanica

dwyy, (1)

T(t) = J =0,

+ Bwp(t)

Parte eléctrica

diq(t)
dt

eq(t) = Raia(t) + ep(t) + Lg

Relacion entre las partes eléctrica y mecanica

€p = wam(t)
Tm(t) = Kiia(t)

Los valores de K; y K para la constante de par y la constante de fuerza con-
traelectromotriz se consideran parametros separados pero, para un motor dado,
estos valores estan estrechamente relacionados. Se demuestra la relacién de la
siguiente manera:

Para la potencia mecanica desarrollada en la armadura se escribe como:

P = ey(t)ia(t)

La potencia mecanica también se expresa como:

P = T () wn(t)

Donde, en las unidades del Sl, T,,,(t) estd en N-m y w,,(t) esta en rad/s.
Ahora, al sustituir estas dos Ultimas ecuaciones, se obtiene:

Ton(t)
K;

P =T, (t)wp(t) = Kywp(t)

Entonces, se demuestra que:

Ky(V/rad/s) = K;(N —m/A)
Aplicacion de modelado matematico de motor CD sin carga

Para el sistema indicado, obtener las siguientes funciones de transferencia:

= La relacion del par desarrollado por el motor 7,,, () respecto al voltaje v(t)
con el que se alimenta el motor G (s) = T'(s)/V (s).
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= La relacion de la velocidad angular del rotor w, (t) respecto al voltaje v(t)
con el que se alimenta el motor Ga(s) = W(s)/V (s).

= La relacién del desplazamiento del rotor 6,,(t) respecto al voltaje v(t) con
el que se alimenta el motor G3(s) = 6(s)/V (s).

El motor del sistema tiene las siguientes caracteristicas eléctricas:

V =20v
R, = 2.50
L, =30mH

k=5-10"3N —m/A

Y también posee las siguientes caracteristicas mecénicas:

By =8-10"3Ns/myI=1-10"3kg — m?

Ra La

Figura 4.37: Circuito electromecanico de motor CD sin carga.
Solucion
Parte mecénica:
> T =106"
Ty —Tp—T.=16"

T (t) — BO'(t) = 16" (t)

Parte eléctrica:

> V=)
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Via + VRa + €4 = U(t)
L' (t) + Ryi(t) + eq = v(t)

Relaciones:

To(t) = Ki(t)  eq = Kwn(t)

ity =m0y — Tml0

wm(t) =05, wp,(t) =6,

m

Reemplazando en la ecuacion de la parte eléctrica las relaciones se obtiene:

75, (t) m(t)
n RTJrK m(t) = v(t)

Aplicando la transformada de Laplace:

Lq

(254 S)7(5) + KW (s) = V()

Reemplazando en la ecuacién de la parte mecanica las relaciones se obtiene:

T (t) = Bwm(t) + Twy, ()

Aplicando transformada de Laplace:

T(s) = BW(s) + IW(s)s
T(s) = (B + Is)W(s)
T

(s
V(s

—

Solucién para a) G (s) =

~—

K(Is+ B)
(LI)s2+ (IR+ LB)s+ (RB + K?)

Gi(s) =

Solucién para b) Ga(s) = V‘K((j)

~—

K
(LB)s?2+ (IR+ LB)s+ (RB + K?2)
0

GQ(S) =

Solucién para c¢) G3(s) =

K
(LI)s3+ (IR+ LB)s?> + (RB + K?)s

Gg(s) =
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Sensor

x(t)
| ——
B L w\\zmﬁ'— T
' — !
\ M E

v | o)

Figura 4.38: Circuito electromecanico de motor CD con carga.

Aplicacion de modelado matematico de motor CD con carga
Solucidén
Parte mecénica:
Analisis de la barra
> T =16"
T,, —Tp —Tp = 10/,

Tn(t) — BO'(t) — T, = 161 (t)

Andlisis de la banda
Pifién:

T, = Fer
Caja:

F. = ma"(t)

Parte eléctrica:

D V=)

L' (t) + Ryi(t) + eq = v(t)
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Combinando las ecuaciones de la banda para obtener el par del pifidn:

T, = mra”(t)

Se reemplaza la ecuacion obtenida de la barra con la ecuacion anterior:

T (t) — BO.,(t) —mrz”(t) = 10, (t)
Se aplican las relaciones para considerar solo la variable de posicion:

2 (t) 2 (t)

r

Ki(t)— B —mra’(t) =1

Aplicando la transformada de Laplace:

X
LoI(s)s + Ral(s) + Kff’)s — V(s
Operando se obtiene:

Kr

Gle) = (ILq + Lgmr?)s® + (IR +mr? Ry + Lo B)s? + (BR, + K?)s

4.5. Modelado de sistemas hidraulicos

Se opta por los controladores hidraulicos en los procesos en los que se utiliza
el aire comprimido como medida para el control constante del movimiento en me-
canismos que poseen masas considerables fijadas a fuerzas de carga externas.

La aplicacion de los circuitos hidraulicos en los sistemas de control de avio-
nes, helicopteros y procedimientos equivalentes han tenido gran aceptacién de-
bido a varios puntos positivos, tales como la precision, la resistencia, el arranque
rapido y la facilidad de sus operaciones.

En ciertas ocasiones es frecuente que los sistemas hidraulicos y electrénicos
se combinen y proporcionen una potencia hidraulica y un control electrénico ép-
timos.

Algunas de las caracteristicas de los sistemas hidraulicos incluyen el posi-
cionamiento preciso de accién rapida de cargas pesadas y la acciéon de grandes

fuerzas debido a la accién de alta presion.

Tanque de acopio con vaciado a través de tuberia corta (flujo lami-
nar)
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Para este ejemplo se tiene un tanque de area transversal A, el cual almacena
un fluido que tiene densidad p constante. El fluido se drena por medio de una
valvula. Se espera controlar h(t) por medio de la regulacién de ¢(t).

Objetivo

Establecer la respuesta dinamica de h(t) ante la variacion de q(¢).

Hipotesis:

Flujo laminar.

Densidad constante.

Tanque abierto y descarga del fluido a la atmosfera.

Area transversal del tanque A no se altera con el nivel del liquido.

(','lfj'.l

!—%,:

Figura 4.39: Tanque con vaciado a través de tuberia corta (flujo laminar).

Variables:

h(t) = nivel del tanque (variable controlada)
q(t) = flujo de entrada (variable manipulada)
qo(t) = flujo de salida

Constantes:
A = area del tanque

R = resistencia del fluido
p = densidad
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Modelo matematico en ecuaciones diferenciales

alt) — aolt) = A%

Reemplazando los valores numéricos:

A =7Tm?
R:ﬁ:O.()?
q

Modelo matematico en funcion de transferencia

dh*
dt

¢ () —qp(t) = A

i =""1

Se tiene en cuenta la transformada de Laplace

Q*(s) — Q) = AsH™(s)

. H(s)
Qo(s) = R
Se agrupan términos semejantes
Funcién de transferencia:
H*(s) R

Q*(s) RAs+1

Forma general

Donde:

k = ganancia estatica del sistema = R
T = constante del tiempo del sistema = RA

Tanque de drenaje por medio de una bomba

Un tanque de area transversal A almacena un fluido con densidad p, que se
expulsa a través de una bomba. Se requiere controlar h(¢) mediante la regulacion

de q(t).
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h(t)

< A >

Figura 4.40: Tanque de drenaje por medio de una bomba.

Modelo matematico en ecuaciones diferenciales

Balance de masa:

dh
q(t) — qo = Ao

Modelo matematico en funcion de transferencia

Ecuacién en estado estacionario:

dh
—qo=A—
q—q di
Se resta de la ecuacién anterior:
dh*
)=A4
q*(t) I
Se aplica la transformada de Laplace:
H'(s) _k
Q(s) s

Donde, k = ganancia estatica del sistema 1/A

4.6. Modelado de sistemas térmicos

Cuando se habla de sistemas térmicos se dice que son aquellos que implican
la transferencia de calor de una sustancia a otra. Estos se examinan en términos
de capacitancia y resistencia, aunque estas podrian no ser representadas con

114



precision como elementos de parametros concentrados, ya que generalmente
estan distribuidos en todas las sustancias. Para conseguir analisis precisos, es
necesario emplear modelos de parametros distribuidos. No obstante, para sim-
plificar el andlisis, aqui asumiremos que un sistema térmico es representado me-
diante un modelo de parametros concentrados, y que las sustancias caracteri-
zadas por una resistencia al flujo de calor tienen una capacitancia térmica muy
baja, por lo cual se dirda que son insignificantes, mientras que las sustancias con
una capacitancia térmica tienen una resistencia baja al flujo de calor.

La transferencia de calor entre sustancias se lleva a cabo mediante tres me-
canismos distintos: conduccién, conveccién y radiacion. Aqui, nos centraremos
Unicamente en la conduccion y la conveccion. (La transferencia de calor por ra-
diacion solo es notable cuando la temperatura del objeto emisor es considerable-
mente superior a la del objeto receptor. En la mayoria de los procesos térmicos
en los sistemas de control de procesos, la transferencia de calor por radiacién no
esta presente.)

Para la transferencia de calor por conduccion o conveccion:

q=KAf
Donde:
q = flujo de calor (kcal/seg)
K = coeficiente (kcal/(seg C))

A = diferencia de temperatura (C)

El coeficiente K se debe obtener de:

Conduccion:
kA
K -
AX
Conveccion:
K=HA
Donde:

k = conductividad térmica (kcal/(m seg C))

A = &rea normal &rea el flujo de calor (m? )

AX = espesor del conductor (m?)

H = coeficiente de conveccién (kcal/(m? seg C))
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Resistencia y capacitancia térmicas

La resistencia térmica R para la transferencia de calor entre dos sustancias

se define como:
AT(C)

- Aq(kcal/segq)

La resistencia térmica para el andlisis de la transferencia de calor por con-
duccidn o conveccion se obtiene mediante:

_ d(A0)
dgq
1
=%
Los coeficientes de conductividad y conveccidn térmica son casi constantes,
por lo tanto la resistencia térmica para ambos se puede interpretar como cons-
tante. Entonces, la capacitancia térmica se define como:

R

_ Acalor almacenado (kcal)

¢= AT(C)

Sistemas térmicos

En esta situacién, se asume que el tanque se encuentra aislado con el fin de
evitar cualquier pérdida de calor al entorno circundante. Asi mismo, se considera
que no se acumula calor en el aislamiento y que el liquido que hay dentro esta
completamente homogeneizado, lo que resulta en una temperatura estable. Por
lo tanto, se utiliza una Unica temperatura para describir tanto la del liquido que
hay en el tanque como la del liquido que fluye hacia afuera.

Vamos a considerar que la temperatura del liquido de entrada permanece
constante, mientras que el flujo de calor que entra en el sistema (proporcionado
por el calefactor) sufre un cambio repentino, pasando de H a H + h;, donde
h; denota una pequefa variacion en dicho flujo de calor. Como consecuencia
de este cambio, el flujo de calor que sale experimentara una transicién gradual
desde H a H + h,. De manera similar, la temperatura del liquido que sale se
modificara de 6, a 6, + 0. Para este escenario, los valores de h,, C'y R se
obtienen en ese orden:

hy = Geb
C =DMc

0
=1,
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1
R— —
Ge

La ecuacion diferencial para el sistema seria:

Cdf = (h; — ho)dt

/7174, ///J/ LA Liquido
7 > caliente
77777777
Calentad:
é aleniador ;
Y, Z
Y, Z
Liquido }} Mezclador §
frio P777777777 0 2
% /
Y
(a)
Figura 4.41: Sistema térmico.
6;(s)
H(s) 1 o)
>
8 > RCs

Figura 4.42: Diagrama de bloques de sistema térmico.

La constante de tiempo del sistema es igual a RC o M/G segundos. La funcién
de transferencia que relaciona 6 con h; se obtiene mediante:
0(s) R
Hi(s) RCs+1
Si este sistema térmico se ve afectado por variaciones en la temperatura del
liquido que ingresa y en el flujo de calor de entrada, manteniendo constante el
caudal del liquido, el cambio 0 en la temperatura del liquido que sale puede de-
terminarse utilizando la siguiente ecuacién:

RC%_’_e:ai"—Rhi
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Capitulo 5

La respuesta temporal

5.1. Larespuesta transitoria

La respuesta temporal de un sistema de control consta de dos partes: la res-
puesta transitoria y la respuesta en estado estacionario. La respuesta transitoria
se refiere a la que va del estado inicial al estado final. Por respuesta en estado
estacionario se entiende la manera como se comporta la salida del sistema con-
forme t tiende a infinito. Por tanto, la respuesta del sistema y(t) se puede escribir
como la ecuacién (5.7).

Y(t) = yre(t) + rt(t) (5.1)

Donde:

y(t)= respuesta temporal
yre(t)= respuesta estacionaria
yr¢(t)= respuesta transitoria

Lt

Au(t) 4

ayl(t) A
estado | estado
transitorio | estacionario
| .
L4

Sistema S
. L
Continuo

s 4

Figura 5.1: Respuesta temporal de sistema continuo.

La respuesta transitoria desaparece cuando ¢ — oo, si el sistema es esta-
ble.

lim g, (t) = 0
T—00
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Queda Unicamente una respuesta estacionaria:
xl;n;o Y(t) = yre(t) :

Respuesta impulsional

Una respuesta impulsional o funcién de ponderaciéon de un sistema no es
mas que la transformada inversa de su funcién de transferencia.

u(t) Ecuacidn y(t)
diferencial G(s) [ *
U(s) Y(s)

Figura 5.2: Respuesta impulsional.

Aplicando la transformada inversa de Laplace llegaremos a la respuesta en el
tiempo correspondiente de y(t), que se llama respuesta al impulso del sistema;
esto es, la respuesta al impulso esta dada por:

y(t) = L7'G(s)

5.1.1. Estabilidad

Un sistema estable es aquel que permanece en reposo a menos que sea
excitado por una fuente externa, y retorna al reposo si se quitan tales influencias
externas. Asi un sistema estable cuya respuesta, en la ausencia de una entrada,
se aproximara a cero conforme el tiempo tiende a infinito. Esto garantiza en-
tonces que cualquier entrada acotada producira salida acotada. Partiendo de la
definicion anterior, un sistema es estable si y solo si la siguiente integral es finita
descrita en la ecuacion (5.2).

/0 lg(t)]dt < oo (5.2)

Con la funcién de transferencia es posible llevar a cabo un analisis dinamico
y determinar la estabilidad de un sistema. Para ello, se debe factorizar G(s)

bns™ 4 .+ bis +bo [0 (s — 2)

G(s) = =
(5) ans"+ ... +ais+ao  [[q(s—ps)
Donde:
S§ = z;: Ceros
s = p;: polos

Las raices del numerador se denominaran ceros y las del denominador seran
polos. Cabe recalcar que pueden existir los siguientes tipos de polos:
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= Reales: s = —vy
= Complejos conjugados: s = —y £ jWy

= |maginarios puros: s = +53W,

4|

0=ceros :
x=polos 2 —X 3 hid

=Y

(4]

Figura 5.3: Representacién en el plano complejo.

Hay que tener en cuenta que la dinamica del sistema depende de las raices
del denominador (polos) de la funcién de transferencia.

5.1.2. Ubicacion de polos y ceros

Estos modos definen el comportamiento dinadmico del sistema ante cualquier
tipo de entrada, ya que corresponden a la parte transitoria de la respuesta tem-
poral. La dinamica del sistema dependera del tipo de raices del denominador
(polinomio caracteristico del sistema), mientras que su estabilidad lo hara del
signo de su parte real.

Casos de raices reales simples

Cada raiz
A

s+
contribuird a la respuesta impulsional con un modo transitorio de tipo exponencial

g(t) = Ae  Mug(t)

/ " gl
0

serd finito si v > 0, es decir, si el polo se encuentra en el semiplano izquierdo.

G(s) =

por lo que
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Condiciones de estabilidad: ubicacion de polos en el plano real - imainario y
respuesta ante la entrada impulso.

glt) 4

Unit
o

x

v

L

S

e

S

Time (s) t

(b) Curva que se acerca asintéticamen-
(a) Polo con parte real negativa te a cero

Figura 5.4: Condiciones de estabilidad.
Un sistema es estable si todos sus polos tienen parte real negativa, como se

indica en la figura[5.4al Otra manera de determinar la estabilidad de un sistema
es verificando si su respuesta impulsional decrece asintéticamente a cero, ver la

figura [6.4b]

Condiciones de inestabilidad:

A glt) 4

x
==l 4
Unit

Time (s) t

(b) Curva alejada asintéticamente a ce-
(a) Polo con parte real positiva ro

Figura 5.5: Condiciones de inestabilidad.

Un sistema es inestable si la parte real de su polo es positivo como se indica
en la figura.5al A su vez, su respuesta impulsional crece al infinito, figura [5.5b}
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glt) 4

R s
Time (s) t
(a) Polo en el origen (b) Curva constante

Figura 5.6: Condiciones de inestabilidad.

Un sistema es inestable si posee un polo en el origen, figura Un sistema

es Inestable si su unidad de salida es constante ante una sefal impulso, figura
5.6D)

Casos de raices reales multiples

Aparece una nueva fraccién de la forma descrita en la ecuacién (.3):

Gls) = (s—i—B’y)Q (5.3)

El modo transitorio exponencial sera:

g(t) = Bte "uy(t)
Nuevamente tendremos que:
(e}
| latoyia
0

sera finita si v > 0. Este resultado sera general para raices reales con multi-
plicidad 7.

Condiciones de estabilidad

Un sistema sera estable si y solo si todos sus polos tienen parte real negati-
va, Figura Un sistema es Estable si su curva se acerca asintéticamente a 0
ante una sefial impulso, Figura[5.7b]
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g(t) 4

Unit

oY

e

Time (s) t

(b) Curva que se acerca asintoticamen-
(a) Polos con parte real negativa te a cero

Figura 5.7: Condiciones de estabilidad.

Condiciones de inestabilidad

Un sistema es inestable si al menos uno de sus polos tiene parte real positi-
va, figura[5.8a] Un sistema es inestable si su curva se aleja asintéticamente de 0
ante una sefial impulso, figura [5.80]

Lt

glt)4

Unit

v

Time (s) t
(a) Polos con parte real positiva (b) Curva se aleja de cero

Figura 5.8: Condiciones de inestabilidad.

Un sistema es inestable si sus polos reales multiples estan en el origen, Figu-
ra Un sistema es Inestable cuando tiende exponencialmente a infinito ante
una sefal impulso, figura[5.90
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glt) 4

L L
CaCa
Unit

Y

Time (s)

=a 4

(a) Polos en el origen (b) Curva se aleja de cero

Figura 5.9: Condiciones de inestabilidad.
Caso de raices complejas conjugadas

Para las raices complejas conjugadas cada pareja dara lugar a dos fracciones
de la forma descrita en la ecuacion (5.4)

G(s) = C s+ Wy

+C 5.4
Y2 w5 +9)2 + w? (5.4)

Esto nos llevara a la respuesta impulsiones, la que tendremos.

g(t) = Crcos(Wyt)e "ug(t) + Czsin(Wat)e ug(t)

Esta ecuacion se puede agrupar hasta llegar a un modo transitorio

g(t) = Cusin(Wat + Cs)e " uq(t)

| lotoyae
0

por lo que

sera finita si v > 0.

Condiciones de Estabilidad

Un sistema es estable si la parte real de sus polos complejos conjugados son
negativos, figura[5.70al Un sistema es estable si su curva se acerca asintética-

mente a 0 ante una sefial impulso, figura
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glt) &
Al

¥ --------- -

: Z

: =

: R

Nsumvnean — >

Time (s) t
(b) Curva que decrece asintdticamente

(a) Polos conjugados a cero

Figura 5.10: Condiciones de estabilidad.

Condiciones de Inestabilidad

Un sistema es Inestable si la parte real de sus polos complejos conjugados
son positivos, Figurafb.11al Un sistema es Inestable si su curva sinusoidal crece
ilimitadamente ante una sefial impulso, Figura[5.71b]

Al
...... X glt) #
: 5 |
: '||| II |~ ||| (|| ‘
- A e
J n\\.r‘m"J'[\. r"q't A '| . |||| I |1 | || |'| ’ L I I I
. NN H'f Ilul { '| |/ | I |
------ X i
Time (s) ' 4 |J I ‘
|
(a) Ubicacion de polos conjugados (b) Curva crece alejandose de cero

Figura 5.11: Condiciones de inestabilidad.

Un sistema es Inestable si sus polos complejos conjugados tienen parte real
cero, Figura Un sistema es Inestable si sus oscilaciones se mantienen
constantes ante una sefal impulso, Figura
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A
gl
X
D
AEa .
X VARV
Time (s)
(a) Ubicacion de polos conjugados (b) Curva cosenoidal

Figura 5.12: Condiciones de inestabilidad.

Caso general

Como sabemos, al tener una funcién de transferencia G(s) con diferentes
polos, como resultado tendremos una respuesta impulsional g(t), la cual sera la
suma de cada uno de sus polos. Por ende, cualquier respuesta temporal tendra
como resultado todos los modos transitorios segln los polos del sistema.

Ejemplo

Tendremos un sistema con la siguiente descomposicién en fracciones sim-
ples:

Gls) = 8§ 5 n s+ 3 n 2 L 1
s+3 s5+2 (s+3)2+22 (s+6)2 s+1

Asi pues, tendriamos como resultado todos sus polos con parte real negativa,
por tal forma serd estable

El sistema con respuesta impulsional sera:

g(t) = [8e™3 — 5e™! 4 cos(2t)e ™3 4 2te ™0 + e Mug(2)

En este caso la respuesta se puede descomponer en una suma de cinco tér-
minos

126



'y

X — X X »
X . R
6 47 3 2 1

Xewoemmnnnen it e i2

Figura 5.13: Ejemplo de caso general en plano complejo.

Transformada inversa de Laplace (impulso) y grafica en Matlab

syms s t;

G(s) = (8)/(s+3);
g(t) = ilaplace(G(s))
g(t) =

8*exp (-3*t)

t = -0.1:0.01:10;

plot (t,g(t), ' linewidth’,1.5)
axis([-1 10 -1 10])

title (' 8*exp (-3*t) ') ;
xlabel (' Tiempo (s)');

ylabel ("g(t)');

grid on;

Con el cédigo anterior se obtuvo la transformada inversa de Laplace y su
respectiva grafica del primer término. Para los siguientes cuatros términos se
realizara el mismo procedimiento, solo que cambiando la variable G(s) en el cé-
digo. Se debe tener en cuenta también modificar la funcién axis para apreciar
mejor las curvas.

Cada término encontrado es un modo transitorio que contribuye a la respues-
ta global.
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8% exp(-3°t)

Tiempo (s)

Figura 5.14: Grafica de 8e~3L.

En resumen, el régimen transitorio se puede analizar de la siguiente forma:

= Mayor cantidad de polos, mas lenta la respuesta del sistema.

= El polo que esté mas cerca del eje imaginario sera el mas influyente en la
respuesta del sistema.

m Si existen polos complejos conjugados, el sistema sera oscilatorio.

= Silos polos estan muy alejados del eje real, mayor sera la frecuencia de
las oscilaciones.

5.2. Larespuesta en estado estacionario

5.2.1. Larespuesta al escalon unitario

Una de las respuestas mas usadas en la practica es la sefial de escalon uni-
tario y la podremos denotar de la ecuacién (5.5).

G(s)

Yols) = G(s)Uo(s)
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Por ende, decimos que yo(t) es la integral de la respuesta impulsional g(t):

y(t) = L1 EW) = [ strrar

S

Al obtener esta relacion entre la respuesta al escalén y la impulsional, pode-
mos llegar a concluir que, si tenemos un sistema que sea estable, tendra una
respuesta en régimen permanente, ante una entrada escaldn unitario que sera
finita:

Jim [o(1)] < oo

Sin embargo, de manera contraria no necesariamente sera finita.

5.2.2. La ganancia estatica

La ganancia estatica k. para un sistema estable se puede definir como el
valor en que se estabiliza un sistema a su salida, cuando la entrada es un escalén
unitario.

Por ejemplo, si tenemos un sistema estable con una ganancia estatica de
2, ante una entrada escaldn unitario tendremos una respuesta en régimen per-
manente de 2 unidades; en cambio, ante una entrada escalén unitario de 10
unidades, su respuesta en régimen permanente serd de 20 ,ver figura[5.15]

Y 20
T 10—
1 2
' > —r
-

—— | Gls) Gls)

4
v

Figura 5.15: Comportamiento de la ganancia estatica.

De tal forma se denomina caracteristica estatica de un sistema estable, a la
relacion en régimen permanente entre la entrada y salida, la cual es tiene una
relacion lineal:

Donde la pendiente de la relacion sera la ganancia estatica.

Esta misma puede calcularse de tres maneras:

1. K = limy_,00 40 (1), por definicién.
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glt) &

Unit

t

Time (s}

Figura 5.16: Relacion en régimen permanente entre la entrada y salida

2. K. = limg_,0sYp(s) = limg_, sG(s)% = (G(0). No debe confundirse con

la ganancia estéatica con el pardmetro K del sistema.

3. K, = limy o0 fgg(T)dT = [y g(t)dt, la cual viene a ser la respuesta

impulsional. Ademas, el &rea de la g(t) debe ser finita para tener un sistema
estable.

Cabe recalcar que si un sistema no es estable no habria forma de obtener la
ganancia estatica por ninguno de sus métodos.

Para poder obtener los valores iniciales y la pendiente en el origen de un es-
calén unitario de un sistema, usamos, respecto al valor inicial:

yo(t) = lim sYp(s) = lim sG(s)} = lim G(s)

§—00 5—00 S S§—00

0,8t n>m
lim G(s) =

5—00

finito,si n=m
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Capitulo 6

Sistemas de primer orden

6.1. Forma caracteristica

Las respuestas de estos sistemas se pueden analizar a entradas como la fun-
cién escaldn unitario, rampa e impulso unitarios. Se supone que las condiciones
iniciales son cero. Todos los sistemas que tienen la misma funcién de transferen-
cia presentaran la misma salida en respuesta a la misma entrada. Para cualquier
sistema fisico dado, la respuesta matematica recibe una interpretacion fisica.
Con la ecuacion diferencial de primer orden en un sistema continuo:

Ty(t) +y(t) = Keu(t)
Aplicando Laplace, se obtendra su funcion de transferencia en su forma ca-
racteristica:
TsY (s)+Y(s) = KU(s)
(Ts+1)Y(s) = K.U(s)
Y(s) K.
U(s) Ts+1

Donde:

K.= Ganancia Estética
T'= Constante de tiempo
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6.2. Respuesta ante el impulso

Aplicaremos la definicion de la funcién impulso a sistemas de primer orden.

K K.
G(s) = e =1 2
(s) Ts+1 s + % (6.2)
Como respuesta temporal:
K
g(t) = Zre Tuo (1)

Condiciones:

= La dindmica del sistema depende de la posicién del polo s = 1/T.
= El sistema es inestable si T<0.

= Un sistema estable es rapido mientras mas a la izquierda se encuentre el
polo, y viceversa.

La representacion gréfica se puede obtener a partir de la figura[6.}

g(t)a
E
T

0.37Ke

T
Figura 6.1: Respuesta impulsional.

Demostracion

Cuando ¢t = 0:
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Cuando t = oo:

Cuandot=1T:
K K
g(T) = ?ee_% = 0.37—¢
Ejemplo

Obtener la sefal impulso de la siguiente funcion de transferencia

13
G(s) =
(8) 6s + 2
Primero, se debe obtener |la forma caracteristica:

K.
G) = 701
13/2 6.5
G —
) =5 5m T s
K, =65
T —
.65

De D997

T~ 3

K, 6.5

2e 03722 — 08
0.37— .
glt)a
6.5
3

0.37(6.5)
3
"‘--._‘_\_\_\_H—‘_\_‘_‘
3

t

Figura 6.2: Respuesta impulsional, ejemplo
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A continuacion, se mostraran las graficas en Matlab, para realizar una verifi-
cacion;

7

G = tf([13],[6 21)

plot (impulse (G), 'linewidth’, 1.5)
axis ([0 140 -0.1 2.5])
xlabel (' Time')

ylabel ('Unit’)

title (' Impulse’)

grid on;

Impulse
&5 T p -

na

Unit

05} =

] 20 40 &l 80 100 120 140
Time

Figura 6.3: Grafica del ejemplo realizada en MatLab.
Como se puede apreciar en la grafica de Matlab, el pico coincide en 2.17.

Cabe recalcar que con la funcién impulse de la funcién de transferencia se pue-
de ver exactamente el valor de dicho pico.

En Simulink se puede verificar de la siguiente manera:

6.3. Respuesta ante el escalén

Como la transformada de Laplace de la funcion escalén unitario es 1/s, sus-
tituimos en la funcién caracteristica:




Y
Discrete Impulse (mask) (knk)

Output a discrete unit impuise, The impulse will be offsat by the number of
samples in the Delay parameter.

Main Data Types
Delay {samples): (0 | 2

Sample time: |0.1 [E

> > > L L :J samples per frame: |1 B
2 bs+2

9 G (]

Figura 6.4: Gréfica del ejemplo realizada en Simulink.

Desarrollando esta expresion en fracciones simples nos queda
1 T 1 1

R N R
1 1
G(S):;—Hﬁ (6.3)
T

Calculando la inversa de Laplace, tenemos:
g(t) = K[1 — e_%]uo(t); para t >0 (6.4)

Demostracion

Cuando ¢t = 0: ) T ) )
G(s) = -

s_Ts+1:s 5—1—%

Cuando t = oo:
9(0) = K[l = "] = K1 -1] =0
Cuandot =1T:
g(00) = K[l — ] = K [1 - 0] = K,

Una caracteristica importante de tal curva de respuesta exponencial g(t) es
que, parat = T, el valor de g(t) es 0.632, o que la respuesta g(t¢) alcanz6 63.2 %
de su cambio total. Esto se aprecia con facilidad sustituyendo ¢ = 7" en g(¢). Es
decir:

g(T) = K[l —e '] =0.632- K,
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Representacion Grafica

Ay (t) A

Ke

0.63Ke /

L b

Figura 6.5: Grafica caracteristica de respuesta ante escal6n unitario.

Tiempo de establecimiento en sistemas de primer orden

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar el 98 % de su valor final. A

partir de este punto el sistema se considera estable, es decir, su valor ya no va a
cambiar.

Demostracion

Sabemos que la ecuacién de la respuesta temporal del sistema de primer
orden es:

g(t) = K.[1 — e Tug(t)

Entonces:

SE

0.98K, = K [l — e~

]

s

s

098=1—¢7
In(1—0.98) = In(e”7)
ts
—3912=——
3.9 T
ts = 3.912T
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Ejemplo

Encontrar la respuesta escaldn unitario de la siguiente funcién de transferen-
cia:

3
G(S)_83+1
K.=3
T=28

0.63K, = 0.63(3) = 1.89
t, = 3.912(8) = 31.296

Ay.(t) A

1.89

Figura 6.6: Respuesta ante el paso unitario, ejemplo.

Su simulacién en MatLab verifica el valor de la ganancia estatica.

G = tf([3],[8 11)

plot (step(G), '1linewidth’, 1.5)
axis ([0 200 -1 47)
title(’'Step’)

xlabel (' Time')

ylabel (‘Unit’)

grid on
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Step Response

i ¥

! Tima |
§ Amplitude: 2,04

Amplitude

Time (seconds)

Figura 6.7: Gréfica con tiempo de establecimiento en MatLab.

En Simulink también podemos confirmar este valor de la siguiente manera:

il

Step

Cutput a step.
Parameters
Step time

1]

Initial vatue:

TS :

Final value:

[u

Sample time:
n

[ mterpret vector parameters as 1-D

[ Enable zero-crossing detection

" ] oK Cancel Help

Figura 6.8: Configuracion de escaldn unitario en Simulink, ejemplo.

6.4. Respuesta ante la rampa

Si tenemos en cuenta que la transformada de Laplace de la funcién Rampa
Unitaria es s% , Si aplicamos este concepto en la ecuacion de representacion de
sistemas de primer orden tenemos la Ecuacion (6.5).

ke 1
=— = 6.5
G(S) 1 + TS 52 ( )
Si aplicamos la transformada inversa de Laplace se obtiene:
k 1
G _ e .
() 1+Ts s2
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y(t) = Lil[l ITs ;7]

y(t) = ket — kT + kTe™T

y(t) = ke(t — T +Te T)

Ejemplo

De la siguiente funcién de transferencia obtenga los valores de k., Ty y(¢),
con su respectivo grafico:

12
G(s) =
(5) 8 + 6s
Solucioén
12
G(s) = 52
S E
3
G — 2
() 1+ %s
y(t) =ke(t—T +Te™T)
3 3 3 4
y(t)—§(t*1+161)
3 3 3 -t
y(t) =St =3 +e75)
Donde:

139



Respuesta a la rampa

o 0.5 1 15 & 25 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo (s)

Figura 6.9: Grafica del ejemplo 1 ante la rampa - Simulink.

Sl

Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or
matrix expression. The denominator coefficient
must be a vector. The output width equals the
number of rows in the numerator coefficient. You
should specify the coefficients in descending order
of powers of s,

— Parameters
Fl == L L] numerator coeficients:

- L [12]

Denominator coefficients:
[68]

Absolute tolerance:

auta

State Name: (e.q., ‘position')

o OK Cancel  Help = Apply

Figura 6.10: Configuracion del ejemplo 1 funcién de transferencia en Simulink.

Ejemplo

De la siguiente funcién de transferencia obtenga los valores de k., Ty y(t),
con su respectivo grafico:

15
G(s) =
() = 15705
Solucioén
15
G(s) = 1575
5 t 158
15
G(s) = —22
() 1+ %s



Donde:

(t—E—FE € )
15
4.5
9
T 45
9 9 —4.5t
— 4+ — ¢ 9)

Respuesta a la rampa

witl
@

25 3 35 4 4.5 5
Tiempo (s)

Figura 6.11: Grafica del ejemplo 2 ante la rampa - Simulink.

12

65+ 8

&
Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or
matrix expression. The denominator coefficient
must be a vector. The output width equals the
number of rows in the numerator coefficient. You
should specify the coefficients in descending order
of powers of s.

Parameters

Numerator coefficients:

[15]

Denominator coefficients:
[94.5]

Absolute tolerance:

auto

State Name: (e.g., 'position’)

"

9 OK | Cancel Help  Apply

Figura 6.12: Configuracion del ejemplo funcion de transferencia en Simulink
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6.5. Influencia de los ceros

En los sistemas de primer orden, los ceros determinan el comportamiento
de las frecuencias mas altas en el sistema vy, por lo tanto, su capacidad para
responder rapidamente a las senales de entrada. A continuacién, se presenta la
funcién de transferencia caracteristica con la presencia de maximo un cero en z:

ke(s+ z)
14+ Ts
Un sistema con un solo cero a una frecuencia mas alta tendra una respuesta
mas rapida que un sistema con un cero a una frecuencia mas baja. Ademas, la
posicion de los ceros en el plano real-imaginario también puede afectar la reso-
nancia del sistema.

G(s) =

Si los ceros estan ubicados en el semiplano izquierdo, pueden mejorar la es-
tabilidad y aumentar la resonancia del sistema.

Semiplano lzquierdo Semiplano Derecho
i )
- w - 1 x 0 -
) m
Y v

Figura 6.13: Semiplanos derecho e izquierdo

Los ceros son importantes en los sistemas de primer orden porque influyen
en la respuesta temporal, la estabilidad y la resonancia del sistema. Es importan-
te tener en cuenta su posicién en el plano de polos y ceros al analizar y disenar
sistemas de control.

Ejemplo

De la siguiente funcién de transferencia ubicar su polo y cero respectivo:

3
C 4s+ 2

G(s)
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Solucioén

Polos:
4s+2=0
-2
S =
4
-1
§=—
2
Ceros:
34+2=0
z=-3
A
- * IJT
S el
Y
Figura 6.14: Grafica de semiplano izquierdo - cero y polo.
Ejemplo

De la siguiente funcién de transferencia ubicar su polo y cero respectivo:

14
¢ =513
Solucién
Polos:
6s+3=0
-3
"T76
_ -1
STy
Ceros:
144 2=0



|

Figura 6.15: Grafica de semiplano izquierdo - cero y polo- ejercicio 2
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Capitulo 7

Sistemas de segundo orden

7.1. Forma caracteristica
El sistema ser& definido por la ecuacién diferencial de segundo orden:

§(t) + ary(t) + aoy(t) = bou(t)

Y su funcién de transferencia es:

K. W?
s2 4 26W,s + W2

G(s) =
Donde:
K. = ganancia estatica

¢ = coeficiente de amortiguamiento(adimensional)
W, = frecuencia natural no amortiguada (rad/s)

7.2. Tipos de amortiguamiento

Para el sistema de segundo orden tendremos siempre dos polos:

s12=—EW, £ W& —1

Segun el valor de &, si & > 1, las raices seran reales; si £ < 1, las raices
serédn complejas conjugadas.

Para el segundo caso tendremos una nueva ecuacion:
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s12=—EW,, £ W1 -8 =— £ Wy

Donde:

~v = £W,, = constante de amortiguamiento
Wy = Wp/1 — £2 = frecuencia amortiguada

La naturaleza de las raices depende del valor de &:
a) Si ¢ = 0, serén imaginarias puras, ver figura[7.1]

s1,2 = W,

Figura 7.1: Raices imaginarias puras en el plano complejo.

b) Si 0 < £ < 1, seran complejas conjugadas, ver figura[7.2]

81,2 = —7 :|:de
c) Si ¢ = 1, seran real doble, ver figura[7-3]

51,2 = —Wn

d) Si ¢ > 1, seran reales negativos, ver figura

s12=—EW, £ Wi /&2 -1
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—jWy

Figura 7.2: Raices complejas conjugadas en el plano complejo.

Figura 7.3: Raices reales doble en el plano complejo.

Figura 7.4: Raices reales negativas en el plano complejo.

7.2.1. Sistemas oscilatorios
Respuesta ante el impulso

Su funcién de transferencia es:
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K. W?2
s+ W2
Por lo que tendra una respuesta impulsional de:

G(s) =

g(t) = KWysin(Wyt)ug(t)

glt)

Unit

.
L
t

ANANS
NS RN

Figura 7.5: Respuesta impulsional del sistema no amortiguado &£ = 0.

Respuesta ante el escalon

Su respuesta al escal6n unitario es:

yo(t) = K[l — cos(Wyt)]uo(t)

By(t) &

Unit

2Ke

»
>
t

Time (5]

Figura 7.6: Respuesta ante el paso del sistema no amortiguado £ = 0.
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7.2.2. Sistemas subamortiguados

Respuesta ante el Impulso

Su funcién de transferencia corresponde a:

K. W2
G(s) = T oW, £ 2 (7.3)
Con lo que:
Ke n . —
g(t) = \/%sm(Wdt)e Tug(t) (7.4)
glt) 4
E \I .'/ \.‘ (/\\ v 2
TR s s
.\/I \J Tlme{S)
v

Figura 7.7: Respuesta impulsional del sistema subamortiguado 0 < £ < 1.

Respuesta ante el escalon

K W? 1

24 2ys+ W2 s

1 5+ 2y ]

s 24 2ys+ W2

B 1 s+ 0 Wy

=Kl o~ W oz o
s (s+7)*+ Wy d (s+7)*+W;

Obteniendo la transformada inversa tendriamos la respuesta al escalén uni-
tario:

wolt) = K1 - Wwwuo(w 7.5)
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ay(t)4

Unit
™

f
{

: — Ke
/ P

Time (s) =‘
Figura 7.8: Respuesta ante el paso del sistema subamortiguado 0 < & < 1.
Caracterizacion Dinamica de sistemas subamortiguados

Los siguientes parametros se evallan principalmente para sistemas subamor-
tiguados y sobreamortiguados:

a) Sobreoscilacion (M)

La amplitud del pico expresado como un porcentaje del valor final.

_am
M, = e ®a - 100

(7.6)
b) Tiempo de subida (¢,)
Tiempo que demora el sistema en ir del 10 % al 90 % de su valor final.
=t 7.7
Wq
c) Tiempo pico (t;)
Tiempo en el cual sucede el primer pico en la grafica.
™
o= 7.8
P (7.8)

d) Tiempo de establecimiento (t)

Valor en el cual la sefal de respuesta entran en una banda del 2% de su
valor final.

- 3.91 — lz(sm(qb)) (7.9)
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d) Numero de oscilaciones (V)

Se refiere al nUmero de oscilaciones que tarda el sistema en entra en la una
banda entre el 92 % y 108 % del valor final.

N > tan(¢) (7.10)
I 3 I
X< :
. )IVV",'
\.\ mi
\\.
.
N
> R
-Y
b < —jWy

Figura 7.9: Componentes del régimen dinamico en el plano complejo.

Observaciones

= Al incrementar la frecuencia amortiguada wy, el tiempo pico ¢, decrece,
debido a que la rapidez del sistema aumenta y el pico se produce antes.

= Al incrementar ~, decrece el tiempo de establecimiento ¢;. Como conse-
cuencia el sistema es més rapido.

= Alincrementar ¢, también M, incrementa, es decir, el pico es alto.

7.2.3. Sistemas criticamente amortiguados
Respuesta ante el impulso

La funcion de transferencia queda reducida a:

K.W?
G(s) = 4

() $2 +2Wys + W2
Y su respuesta impulsional sera:

g(t) = KeW,%te*W”tug(t)

151



g(t)4

Unit

/
/
,‘\

Time (s) t

Figura 7.10: Gréfica de sistema criticamente amortiguado £ = 1

Respuesta ante el escalon

Su respuesta al escal6n unitario es:

yo(t) = Ko[1 — (1 + Wit)e  Vntug(t)

Se diferencia de un sistema de primer orden en que la derivada en el origen
es nula.

7.2.4. Sistemas sobreamortiguados

Respuesta ante el impulso

La funcién de transferencia tiene raices reales:

Ke - Ke Tl T2
G(s) = = [ - ]
(1+T18)(1+T2$) T —15°1+Tis 14+ Ths

Y la respuesta impulsional es:

K _t _t
9(t) = =" le ™ — e T Juo(1)
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g(t) 4

Unit

N

Time (s)

t
Figura 7.11: Respuesta impulsional de sistema sobreamortiguado & > 1.

Respuesta ante el escalon

Su respuesta temporal es:

T1 _t T2 _t
=K.|1— T t

Ayo(t)4

Unit

~+ ¥

E:]_ .‘.£>1
Time (s)

Figura 7.12: Respuesta ante el paso de sistema sobreamortiguado £ > 1.
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Capitulo 8

Sistemas de orden superior

8.1. Ceros influyentes

Se establece la siguiente expresién como ejemplo de un sistema de segundo
orden subamortiguado, con un solo cero.

Kew?(1+Ts)

G =
() s2+20s +w?

(8.1)

De este modo se conserva la ganancia estética Ke con respecto al sistema
inicial.
Fijese que la adicion de ceros puede modificar la pendiente en el origen de

su respuesta temporal. Este hecho surge dado el cambio de grados entre el
numerador y el denominador.

—~Tec : o™

Q)

Figura 8.1: Ubicacién de ceros en el sistema inicial.

154



Tabla 8.1: Variacion de t,, t, y M,,.

t, | disminuye

t, | disminuye

M, | aumenta

De tal modo la respuesta de este sistema ante la entrada escaldn unitario
seria:

sen(wqt + 6 + 0..)
sen(0 + 6.)

e~ "uo(t)
Con:

mw — (9 + 00)
wd
; T—0,
P wd
senf _(m=0c)

M, =——— 100- tg0
P sen(6+6,) 00-e

3 —In(sen(6 +6.))
(o
Concluyendo: el cero cercano al eje imaginario se vuelve mas influyen-
te; por ende, el pico suele ser mas grande y se produce en menos tiempo.

ts =

Otro método de verificacion de la misma cuestién resulta en la descomposi-
cion de G(s) de la forma:

G(s) K.w? kew? s
S) =
s2+20s+w?2  s2+420s+ w2
Observe en el siguiente ejemplo la curva original de color naranja y la curva
resultante azul, con un cero adicional.

Si se desea replicar la Figura[8.2] donde se ilustra el efecto de la adicion del
cero a un sistema, se invita al lector a probar el siguiente cédigo:
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ADICION DE UN CERO A LA FUNCION DE TRANSFERENCIA

Yol

05} !

05 1 15 2 25 3
fima

Figura 8.2: Comparacién entre curvas originales y con cero adicional.

clear

clc

nl=[29];
dl=[1,4,29];
n2=[4.5 29];
d2=[1, 14, 29],
Gl—tf(nl dl)
G2=tf (n2,d2)
step(Gl),
hold on;
step (G2) ;

plot (tl,vl, 'b’,t2,y2,'r")

title ('ADICION DE UN CERO A LA FUNCION DE TRANSFE-
RENCIA')

xlabel ('time’)

ylabel (YO (L) ')

J

En conclusion, aumentar un cero al sistema, lo vuelve mas rapido y de
mayor cuantia.

Cuanto mas cerca se encuentre el cero del eje imaginario, mas rapido sera el

sistema ya que aumenta 6.. Al aumentar el parametro T', mayor es la componente
que se esti sumando.
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T
ADIEKSH DE U CERD & LA FLINCHM DF THANSFERENCIA
L 3
i N
T=0 |
x
T ADICION D UN CERD & LA FIMCION DE TRANSFERERCIA
X
|
|
o
N
-1T
] :
x
T
ACICHGN DE LN CEND A L FUNCION D TRANSTERENCL
X
£
| N
-1
|
|
X

Figura 8.3: Comparativa de ceros anadidos

En el caso de que el cero sea positivo, el sistema es de fase no minima.

Si se observa la Ultima grafica, el sistema arranca al contrario de lo desea-
do, estos sistemas son problematicos. También en este caso el cero no influye
demasiado.
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—a

Figura 8.4: Cero positivo, con fase no minima.

i ADICION DE UN CERO POSITIVO A LA FUNCION DE TRANSFERENCIA

08+

YOt)
=

02r

time

Figura 8.5: Adicion de un cero positivo al sistema.

Influencia de polos

Se realizara un analisis similar al de los ceros. Estudiaremos el efecto de
poner un polo en sistemas de enésimo orden. El andlisis partira del estudio de
un sistema de segundo orden subamortiguado, cuya funcién de transferencia

esta descrita en la ecuacién (8.2)

Kw?
(14Ts)-(s%2+2ys+w?)

G(s) =

Manteniendo como en el primer caso, la ganancia estatica:
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e ljwd

Wn

Bp 8/

- jWd

Figura 8.6: Ubicacion de los Polos en un sistema inicial.

La respuesta del sistema ante entrada escal6n seria:

_ wgt
) ) ) _ wgt e tglp
Yo(t) = K[l + sin(wgt + 0 — 6,)sin(0 + 6,,) + sin(0,)e 9% sz(a)]uo(t)
P 0 —0,)
Wq
tp = T+ 0,
wy
Mp— sin('ﬁ +6,) 67%100
sin(0)

Encontrar una expresion analitica para obtener el tiempo de establecimiento
se vuelve una tarea sumamente compleja por lo que es mejor utilizar métodos
iterativos.

Tabla 8.2: Variacion de t,, t, y M,,.

t. | aumenta

t, | aumenta

M, | disminuye
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Volvemos a comprobar el resultado usando la descomposicién en bloques:

Kew? 1
G(s) = = 5 -
st +20s+w; 1+Ts
1 KL'WJ?
> > —
1+Ts $2 + 205 + w?

Figura 8.7: Bloques para la comprobacién con division en bloques.

La respuesta ante el escalon unitario del sistema con un polo adicional es
la misma del sistema de segundo orden sin un polo pero siguiendo la curva
exponencial.

ADICION DE UN POLO A LA FUNCION DE TRANSF

YOt}

l 6 8 o 12
ume

Figura 8.8: Comparativa de respuesta al paso con polos afiadidos.

En conclusion, aumentar un polo hace que el pico se tarde en producir
y que sea de menor cuantia.

Mientras mas se acerque el polo al eje imaginario, el sistema se ralentizara.
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T
x
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-1 2
x . ;
ADICION D6 Ud Ich_n LA FLIMCION DE TRAMSFERENCIA
T
x
¥ .
-1.|’Ti 2
*I Y

Figura 8.9: Comparativa de polos afiadidos.

Analizando los ultimos dos casos, se observa que se han ralentizado tanto
que el pico se produce mucho antes que se alcance el valor final.
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En este apartado no se analiza el caso en el que el polo tenga parte real
positiva, ya que corresponde a un sistema inestable.

8.3. Influencia de pares polo-cero

Analicemos el caso en que se afade una pareja constituida por un polo y
un cero. Partiendo de un mismo sistema de segundo orden subamortiguado,
estableciendo la funcién de transferencia como:

Kow?(1+T,s)
(14 Tys)(s% + 205 + w2)

Nuevamente conservando la ganancia estatica, descomponemos G(s) en dos
bloques:

G(s) =

1+T,s Kow?
1+ Tys T| 52+ 205 +wy

Figura 8.10: Descomposicién en bloques para la comprobacién.

B e

e
i
i
1

—————— - jud

Figura 8.11: Influencia de un par polo-cero en el sistema.
Consideraciones

La cercania del polo y del cero como pareja establece su efecto, a mayor
cercania menor efecto, pues se produciria una cancelacién entre ambos.
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Si existe una distancia adecuada entre ellos, se podrian estudiar como ele-
mentos separados, esperando que ambos influyan en la dindmica del sistema.
Tiene mayor efecto aquel que se encuentra mas cercano al eje imaginario.

Usando un par polo-cero en el escaldn unitario arroja una respuesta igual a
la del segundo orden original, con un comportamiento exponencial:

= De un valor mayor que la unidad, si el cero se encuentra mas cercano al
eje (con lo que el sistema se acelera inicialmente).

» Puede partir de un valor menor que la unidad, si es polo el que se encuentra
mas cercano al eje.

S ADICION DE UN POLO A LA F_LIM_CIC!M DE 'ﬁk!{f ERENC_E&

T

tima

Figura 8.12: Adicion de un par polo-cero a la funcién original.

De acuerdo a la grafica. La curva verde representa la presencia de un cero
influyente; la azul, la funcion original, y la roja, la presencia de un polo influyente.
Si se desea replicar en MATLAB las graficas, se usa el siguiente cédigo:

clear
clc

=[29] ;
dl [1 4 29]1
n2=[145];
d2=[1 9 49 145];
n3=[5.8 29];
d3=[1 4 29];

163



Gl=tf (nl,dl)
G2=tf (n2, d2)
G3=tf (n3,d3)

step (G1) ;
hold onj;
step (G2) ;

step (G3) ;

axis ([0 4

0 1.5])

title ('ADICION DE UN POLO A LA FUNCION DE TRANSFE-
RENCIA')

xlabel ('time’)

ylabel ('YO(t) ")

x = xlim; $ Rango actual de los valores de x

y = [1 1]; % Coordenadas de inicio y final de la 1i-
nea horizontal

line(x, y, 'LineStyle’, ’'-', 'Color’, 'k’) % Crea la
linea entrecortada

En conclusion, aumentar un par polo-cero al sistema cambia el com-
portamiento del sistema, haciendo que el pico se ralentice y sea de menor
maghnitud, si el polo es el mas cercano al eje imaginario, y hace que el pico
se vuelva mas rapido y sea mayor si el cero se convierte en el mas influ-
yente.

8.4. Sistemas de orden superior

La funcién de transferencia de un sistema de orden n se dispone como la

ecuacion (8.3)
o(s) = g == 2) (8.3)
111:1(5 — i)
Siendo n > m. El objetivo sera reducir los sistemas de orden superior a un

similar de primer o segundo orden con una dinamica mas sencilla de analizar. La
respuesta temporal de un sistema de orden superior viene denotada por:
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H7'11(3 - Zz) A Ay Ay
Gs) = Kadi=t\P " %) _ £0 Yot
(S) Hi:l(s _pi) § §—D1 S —Pn

yo(t) = [Ag + AreP't + ..+ AneP ' ug(t)

A estéa relacionado con la respuesta en estado estacionario:

Ao = [Yo(s)(s — pj)ls=p;j = G(0)
Mientras que los coeficientes A; se relacionan con la respuesta transitoria:
[12(pj — 2)
H?:l/i;éj (pj — pi)

Los sumandos A;ePi resultan ser exponenciales cuando se analiza el caso
de polos reales.

Ao = [Yo(s)(s — pj)ls=p; =

Analizando el caso de los polos complejos conjugados, cada pareja de térmi-
nos conjugados podria ser agrupada en una sola que pueda contener:

| Ajle= 75"

Con —o; = R(p;). En ambos casos se entiende que mientras més grande
sea la componente real del polo, el sistema sera mas rapido.

En conclusién, los polos que se encuentren lejanos al eje imaginario estaran
dentro de un modo transitorio de forma no tan influyente. De este modo, la di-
namica principal del sistema sera la marcada por los polos mas cercanos al eje
imaginario, denominados polos y ceros influyentes.

Por su parte se denominaran como polos dominantes(F;) a aquel polo real
o la pareja de polos complejos conjugados mas cercanos al eje imaginario.

Anadir polos y ceros a un sistema definido por sus polos dominantes, afecta-

ra tanto menos cuanto mas alejados se encuentren dichos polos y ceros del eje
imaginario.

8.5. Sistemas reducidos equivalentes
El sistema G(s) se podra aproximar por un sistema reducido equivalente de-
finido como G(s), cuya principal caracteristica es la eliminacién de ceros y polos

no influyentes, es decir, cuyo efecto en la dindmica sea muy bajo, al punto de
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X x
|
X = o—x &
N N
X X
P4 Pd

Figura 8.13: Ubicacién de polos dominantes.

no ser considerado. La aproximacion cumple con que la respuesta al escalén de
ambos yo(t) y yo(t) sea lo mas parecida posible.

Conservacion de la ganancia estatica
Debemos conseguir un comportamiento estatico idéntico:
1i = lim Ayp(t
Jim yo(t) = lm Agpo(t)

Dada la eliminacion del polo o del cero, hay que garantizar la ganancia esta-
tica en el sistema reducido, es decir:

Por esta razén, si cancelamos un polo p;, veremos reducido el sistema a:

A(s) = [T (s — =) _
Gle) KH?:l/i;éj(S_pi) fe

Cancelado el cero:

A(s) — —le_lill(s—zz')
) K—Pl [[isi (s —pi)

O cancelando el par polo-cero (p;, 2;):

~ 7 | N
1) = i~ T s =)
=Pz jipa (s — pi)
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Cancelacion de polos

Para sistemas donde n > m, los polos suficientemente alejados del eje ima-
ginario no influyen demasiado en ese eje, es decir, no afectan a la dinamica del
sistema de manera considerable.

Recalquemos que la cancelacién de un polo p; no afecta sustancialmente
al resto de los modos de transicion sefalados como A;ePi’, ya que el sistema
reducido equivalente se establece como:

(s 2 (s — z)
Gte) K—pl H?:l/i;él(s — pi)

Anadimos los nuevos coeficientes:

A=K H%1(pj — %)
—pJp Hi:l/i;éj,l(pj — i)

Usando j # 1, vemos que nos aproximamos mucho al sistema original G(s)

Aj K 1_[7}‘11(]% - Zi)
by Hi:l/i;ﬁj (pj — pi)
Recordando la consideracion: —p; =~ (p; — p;). Se despreciaré el efecto de

aquellos polos cuya parte real —o;, sea mucho mayor que la de los polos domi-
nantes —o.

Ejemplifiquemos el caso en que el criterio es o, > 60.

v &

Figura 8.14: Diagrama de distribucion donde el criterio es o}, > 60.
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Como se observa, un polo inestable no puede ser cancelado, dado que no
conseguiriamos el mismo comportamiento equivalente.

Cancelacion de ceros
Los ceros alejados del eje imaginario tienen poca influencia en la dinamica

del sistema. La cancelaciéon de un cero alejado no afecta a los modos transito-
rios, con el sistema reducido equivalente de la forma:

N e A H?il/i;él(s — 2)
O =K -

Con los coeficientes nuevos:

~ —2 H?ll/i;él(pj - Zi)
A=K -
—pipi iz jine (05 = i)

Resultandos similares a los del sistema original G(s)

Aj - K l_g‘ll(pj — Zl)
Dj Hi:l/iyéj (pj — pi)

Ya que:
—z = (pj — 21)

Finalmente, se despreciara el efecto que causen los ceros cuya parte real
sea mucho mayor que la de los polos dominantes.

s

Figura 8.15: Diagrama de distribucién con el cero con parte positiva.
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Fijese que ahora un cero con parte real positiva si puede cancelarse, siempre
que se encuentre suficientemente alejado.

Cancelacion de pares polo-cero:
Los pares polo-cero cercanos entre si son cancelables.

Verifiquemos el coeficiente de un sistema con polos dominantes P;. Un polo
p; tiene un cero cercano z;, el modo transitorio, es decir, tendra como coeficiente:

A g s = =)
Py Hi:l/z‘;éj (pj — pi)
Si |p; — zi| es pequefio en comparacién con |p;| y |p; — pal, el coeficiente A;
sera pequeno:

y

B et

Figura 8.16: Diagrama de ejemplificacion con el criterio de cancelacién.

Se pueden tomar como criterio de cancelacion del par polo-cero para que se
verifiguen simultaneamente:

6pr — 21| < |pi

6|pr — 2| < |1 — pd

Si no se cumple la primera condicién, el valor de A; seria demasiado grande,
por lo que el modo transitorio tendria un efecto dominante.

Considerando el resto de los modos transitorios A;ePi?, esta cancelacion no
varia sus coeficientes, ya que el sistema reducido equivalente seria:
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_ —z T1 q(s — 2
ey = i~ I s =)
b Hi:l/i;ﬁl(s - pi)

Con los nuevos coeficientes:
Al =K l_lnznil(p] B Zi)
Dj Hizl/i;éj (pj — pi)

Se concluye que un par polo-cero con parte real positiva nunca podra cance-
larse, es un sistema inestable

Consideraciones:
En ocasiones no sera posible reducir el sistema para uno de primer o segun-
do orden, dada la presencia de polos y ceros influyentes.

En estos casos el sistema se reducira de todas formas, y se analizara el sis-
tema reducido considerando el efecto que genera el cero o polo influyente, al
menos de manera cualitativa.

Finalmente, hay que analizar el sistema en lazo abierto y lazo cerrado pre-

vio a realizar cualquier cancelacion para evitar obtener respuestas indeseables
cuando el sistema opere en lazo cerrado.

8.6. Retardo puro

Un término de retardo puro en lazo abierto es expresa como:

Au(t) Au(t-t)
B e = e-rs .

Figura 8.17: Diagrama de bloques para el retardo puro en lazo abierto.

Au(t) Ay(t) 1 Ay(tr)
> G(s) S >

Figura 8.18: Diagrama de cadena abierta.
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Y en lazo cerrado asi:

b-( ) - G(s) e " : B

H(s)

Figura 8.19: Diagrama de lazo cerrado

Donde:

G —Ts
M(s) = (s)e
1+ G(s)H(s)e Ts
Debemos aproximar el término de retardo por una funcion racional, de modo

que en el dominio de Laplace hay que hacer un desarrollo en serie de Taylor de
la forma:

—T's 1 1

€ T T T (72 |, (rs)®

eTs 1+TS+T+T+

Donde, depende de que el desarrollo se trunque en orden uno o dos, vamos
a obtener:

efTs — 1
1+ 7s
O bien:
—Ts 1

B 1—|—TS+%282

8.7. Ejercicios con MatLab

Ejercicio 8.1 Dado el sistema siguiente, analizar si es posible reducir el sistema.

2s + 30
(s +15)(s 4+ 0.01)(s2 + 4s + 17)

G(s) =

Solucion:
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roots([1 1 17])
ans =

-2.0000 + 3.60561
-2.0000 - 3.60561

G=zpk ([-15], [-15 -0.01 -243.61 —-2-3.61i],2)
step (G)

Step Response
12 T T PUE=———
System: G

System: G |
Settling time (seconds); 391 | M

=]

Amplitude
@

100 200 300 400 500 600
Time (seconds)

Figura 8.20: Curva de respuesta ante el paso.

De la distribucién de polos y ceros del sistema se concluye que el polo do-
minante es: s = —0.01, por tanto todos los polos y ceros que se encuentren a
una distancia mayor a —0.06 seran no influyentes. A continuacion se eliminaran

todos los polos y ceros no influyentes.

Para conservar la ganacia estatica Unicamente se dbee eliminar el término s
de los polos y ceros no influyentes en la funcion de transferencia.

)

“) = @)+ oon
30

Gs) = @55y 1 0.00)

G(s) = .

(8.5)(s +0.01)

172



G2=tf ([1],[8.5 0.085])
figure
step (G, G2)

Step Response
12 S e T o (e P =
System: G System: G
Seltling time (seconds): 391 | Final value. 11.8
8
o
=
-g 6
Z 6
E
=L
) 100 200 300 400 500 600

Time (seconds)
Figura 8.21: Curva con eliminacién en —0.1.

Se obtiene una exponencial pura, que refleja la dinamica del sistema inicial,
es decir se ha reducido efectivamente el sistema a otro mas sencillo de analizar.
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Capitulo 9

Errores en régimen permanente

9.1. Definiciones de error

En un sistema en bucle abierto, el analisis estatico se realiza con el teorema
del valor final.

U(s) Y(s)
— G(5)

Figura 9.1: Sistema en lazo abierto.

Por ejemplo, ante una entrada paso (escaldn unitario):

yo(00)=lim SG(S)1 = lim G(s)
s—0

S s—0

Donde el simbolo = significa que la igualdad solo es vélida si el sistema es
estable.

En un sistema en lazo cerrado se podria hacer lo mismo:

Xr(s) Y(s) Xr(s) i Y(s)
G(s) — G(5) |—

\/

H(s)

Figura 9.2: Sistema en lazo cerrado.
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» o)
vo(00)= lim M(s) = lim s——mrsmrs

Sin embargo, lo que interesa es que la salida del sistema realimentado siga
a la entrada en régimen permanente, es decir, que el error entre ambas senales
se anule cuando t — oo.

Cabe recalcar que todo el analisis en régimen permanente no tiene sentido
si el sistema realimentado no es estable, y de darse el caso no se alcanza el
régimen permanente.

Definicion

Se define el tipo de un sistema en bucle abierto, como el nimero de polos en
el origen que este tiene.

El tipo de un sistema se expresa de la forma:

G(S) _ H;ll(s B ZZ)
s" H?;1r(3 — i)
El valor de r define el tipo del sistema, con r > 0. Mas adelante se observara

que el tipo de un sistema influye de manera decisiva en la precision resultante al
realimentarlo.

Ejemplo

Dados los sistemas

)
0= et
Gals) = s(s+4)

(s+1)(s+5)

El primero de ellos es de tipo 2 y orden 3, mientras que el segundo es de tipo
0y orden 2.

Sea a continuacién un sistema en bucle cerrado, ver figura[9.3}
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Definicién

Se denomina sefal de error a la sefial de salida del comparador e(t) = r(t) —
y(t). Donde r(t) es la referencia o set point y y(¢) es la variable controlada o
salida del sistema. En términos generales el error es la diferencia existente entre
el valor que deseamos de una variable y el valor real de la misma.

Xe(s) o &) Y(s)
P . > G(s) |

-

X(s) HES)

Figura 9.3: Sistema en bucle cerrado.

H (s) representa la funcién de transferencia del sensor o transductor del sis-
tema. En este punto se debe cuidar de que la salida de H(s) debe tener las
mismas unidades que el set point o referencia para que puedan ser operadas.

En general, si el sensor esta acondicionado de manera que su salida sea
idéntica a su entrada (algo facil de lograr en un mundo digital), se entiende que
H(s) = 1, esto se conoce como realimentacién unitaria y es lo mas comun en
los sistemas de control implementados hoy en dia. La variable €(s) resulta ser
una sefial con las mismas unidades que el set point y que la salida del sensor,
y se convierte en la nueva entrada del sistema G(s), por lo que es facil deducir
que si el error es nulo, el sistema no tendra excitaciéon alguna.

Una particularidad importante a tomar en consideracion es que: para que
H(s) tenga las mismas unidades que la referencia, esta no puede tener polos
en el origen. Esto no es un inconveniente, ya que no es habitual que un sensor
tenga polos en el origen, es decir, H(s) normalmente seré de tipo cero.

Ejemplo
Suponga que se desea obtener el error del siguiente sistema:

Xe(s) — &) | " | v
e

i+

>

Figura 9.4: Ejemplo error E/S.
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En el ejemplo no tiene sentido calcular el error que existe entre R(s)y Y (s)
en unidades de R(s), ya que tiene unidades de la integral de Y'(s), y no tiene
sentido comparar una variable con su integral.

Se conoce que la variable que se desea controlar es la salida del bucle, por lo
que si, por ejemplo, R(s) es una referencia de posiciéony Y (s) es una velocidad,
el diagrama anterior deberia modificarse de tal forma que la salida fuera [ y(t)d¢
en lugar de y(t), tal y como se refleja a continuacién:

Xr(s) C—«\ €(s) 1 Y(s_).; 1 Y(s)/s

\J

Figura 9.5: Diagrama error E//.S modificado.

Con el diagrama modificado, este cobraria sentido. Ahora el error es e(t) =

r(t) — h(t) [y(t)dt.

9.2. Errores con realimentacion

9.2.1. Calculo de error con realimentacion constante

En el diagrama propuesto, se tiene una realimentacién constante h, el error y
se determina entonces como: e(t) = r(t) — H(0)y(t) = r(t) — hy(t). El célculo
del error se lo resuelve aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién que
lo define.

Xi®) o~ ) V(s)
o/ Es)

Figura 9.6: Sistema con Realimentacion constante.
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G(s) 1

E(s) = X;(s)—hY(s)—hY(s) = Xr(s)_hm r(s) = H-TG(S)XT(S)

Por tanto, es funcién de la entrada r(t). Normalmente se calculan los errores
ante tres tipos de entrada: escalén unitario (paso), rampa y parabola. Se procura
un correcto disefio de los sistemas realimentados ante estas sefales de entra-
da bésicas porque permite que estos puedan actuar como servos de posicion,
velocidad y aceleracion, respectivamente.

9.2.2. Error de posicion

Ante una entrada de escalén unitario, R(s) = 1/s:

1 1
lim e(t)=1im sE(s) = lim s - =
t—o0 ( ) 5—0 ( ) s—oo 1+ hG(s) S 14+ hlimg_yg G(S)
Definicion
Cuando la entrada es un escalon unitario, se le llama error de posicion E,,
al error en régimen permanente. Se calcula como E, = 1/(1 + k.), donde a
K. = hlims_,0 G(s) se le llama constante de posicion.

Tener en cuenta que E, y k, depende del tipo de sistema G(s) segun la tabla
que se muestra a continuacion:

Tabla 9.1: Valores de £, y e,,.

Tipo K. Ep
0 | hlimeGls) | i
1 o0 0
2 00 0

Un servo sistema de posicion se consigue con sistemas de tipo 1 o superior.
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9.2.3. Error de velocidad
Si la entrada es una rampa unitaria, R(s) = 1/s?:

1 1 1
lfm e(t)=lim sE(s) = lfms————  — = —
tggoe( ) o0 ° (s) 55071 + hG(s) s2  hlimg_osG(s)

Definicién

Cuando la entrada es una rampa unitaria, se le llama error de velocidad
E, al error en régimen permanente. Se calcula como F, = é donde a k, =
hlims_,o sG(s) se le llama constante de velocidad.

Asi entonces E, y k, también depende del tipo de sistema G(s):

Tabla 9.2: Valores de E, y k, para G(s) en constante de velocidad.

Tipo ky E,

0 0 00

1 | hlimg0sG(s) | ~

2 00 0

Un servo sistema de velocidad se consigue con sistemas de tipo 2 o superior.

9.2.4. Error de aceleracion

Si la entrada es una parabola unitaria, X, (s) = % :

)

1 1 1
lim e(t)=lim sFE(s) = lim s — =
t—+00 ®) 50 () s—0 14+ hG(s)s3  hlimg o s2G(s)
Definicion
Cuando la entrada es una parabola unitaria, se le llama error de acelera-
cion E, al error en régimen permanente. Se calcula como E, = 1/k, , donde a
k, = hlim,_,0 s2G(s) se llama constante de aceleracion.

Asi entonces FE, y k, también depende del tipo de sistema G(s):
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Tabla 9.3: Valores de ¢, y k, para G(s) en constante de aceleracion.

Tipo ky E,
0 0 00
1 0 o0

2 hlim, .o s2G(s) | +

Un servo sistema de aceleracion se crea con sistemas de tipo 3 o superior.

En resumen, las tres tablas pueden agruparse en una sola:

Tabla 9.4: Tabla resumen de £, I, y E,.

Tipo | E, | Ey | E,

1
0 m (0. 9] 0]
1 0 | £ |

Ejemplo
Calcular los errores de posicion, velocidad y aceleracién del siguiente siste-
ma:

| 25
st +7s +12

Figura 9.7: Ejercicio de célculo de errores.
Antes de nada, se comprueba que el sistema realimentado es estable:
p(s) = (s+3)(s+4) +25=5>+Ts+37
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El sistema es estable, por lo tanto ahora tiene sentido hablar de régimen
permanente. Los errores se obtienen como:

, 25 1 12 B

1

ky =hlimsG(s) =0 — e, = — = ©
5—0 ky
1

e 2 _ _ 1 _
ka—hll_I)I(I)SG(S) 0— e, " 00

La interpretacion que tiene el error de posicion es la siguiente. Se tiene que:

By (t)

.l:'_“

= hay(t)

Figura 9.8: Grafica de ejercicio planteado.

h lim y(t) = lim r(t) — E, = 1 — 0.32432 = 0.65768

t—o00 t—o00
Si, ante una entrada paso (escal6n unitario), el error es de 0.65768, ante una
entrada de 2 unidades sera del doble. Por lo tanto, el error de posicién se puede
expresar en porcentaje por unidad, en nuestro caso 65.768 %.

9.2.5. Error con realimentacion no constante

En general, comdnmente la dindmica de H (s) es despreciable frente a la de
G(s)y, por tanto, la funcién de transferencia del captador se pueda aproximar por
una constante H(0). Sin embargo, cuando esto no es asi, se realiza la siguiente
transformacion mencionada anteriormente.
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Xi(s) —~ E6) o~ ) [ Ys)
— ) ©

T—i

H(s)- H(0)

A\ J

H(0)

Figura 9.9: Transformacioén diagrama bucle cerrado.

En este caso, error y sefal de error son diferentes durante el estado transito-
rio, ya que:

E(s) = R(s) = H(0)Y ()

e(s) = R(s) — H(s)Y (s)

Y también difiere en régimen permanente. Para el célculo de E(s), llama-
mos G*(s) a la realimentacion interna. Se obtiene un sistema con realimentacién
constante, en el que se aplican ya las formulas conocidas.

(s) = als)
1+ G(s)H(s)— H(0)
Xe(s) —. E(s) ¥(s)
— ) > G
H(0) |

Figura 9.10: Obtencion de un sistema con realimentacion constante.

Férmulas para realimentacién constante:

. 1
kp:H(O)ll_%G (s), Ep—1+kp
1
ky, = H(0) lim sG*(s), E,=—
s—0 ]{v
1
ko = H(0) lim s*G*(s), E,= —
s—0 k
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Ejemplo
Para el siguiente sistema realimentado de la figura:
2 2
s 5 2(s +3)
Y(s) = ——7—R(s) = z5 7 Rs) = 5 57 R(5)
1 +35+1 2
1+ s(s+3) SS(SJFS:S) §¢+3s+1
Xe(s) — €(s) 2 Y(s)
o > 5 >
e
X(s)
s-iB *

Figura 9.11: Ejercicio sistema realimentado no constante.

Se puede observar que el sistema es estable. Para obtener el error:

X(s) - E(s) &(s)
KOO
'y

Y(s)

t
Y

Figura 9.12: Transformacion ejercicio realimentado no constante.

Donde:
H(s) = H(0) = —
S) — =
s+ 3
2
. 5 2(s +3)
Grls) = 112 =5 s(s+1)
s  s+3
Y, por tanto:
k 111 ) = E, = i =0
P sl—I>I(1)33 )—oo, P so
2 3
ky = 11im 283 _g E, = > = 0.16667 sequndos
5—0 (5+1)
1
ka 111'm32(8+3):0, E,=> =00
s—0 (S+1) 0



9.3. Errores ante perturbaciones

Para la precision de los sistemas realimentados, interesa que la salida siga a
la entrada, no con variaciones en la entrada, sino también ante perturbaciones.
Un impulso es una perturbacién muy comuin o una combinacién de escalones de
pequefia magnitud. El diagrama de bloques con perturbacién es el siguiente:

Pis)

X:e(s) L, E(5) P
—»{r | Gy(5) —’{i T Ga(s)

[

Figura 9.13: Sistema realimentado con perturbacion en la entrada.

Y(s)

¥

His) |

Para el anadlisis de la influencia de la perturbacién en el error, se aplica el prin-
cipio de superposicién, haciendo nula la entrada de referencia. Desde el punto
de vista la estabilidad, el sistema es el mismo para las dos posibles funciones de
transferencia, por lo que, si ya se ha comprobado que es estable ante entrada en
la referencia, ya no es necesario volver a comprobarlo para el caso en el que la
entrada sea la perturbacion:

Y (s) _ G1(s)Ga(s)
R(s) 14 Gi(s)Ga(s)H(s)
Y(s) _ Ga(s)

P(s) 14 G1i(s)Ga(s)H(s)

Cuando R = 0:

lim e(t) = il_l)l(l) sE(s) = lim s[R(s) — H(0)Y (s)] = — lim sH(0)Y (0)

t—r00 s—0 s—0
_ —H(O)GQ(S) (S)
s—0 1+ Gl(S)GQ(S)H(S)

Lo que interesa es el estudio de la desviacién de la variable de salida y(t)
respecto la referencia r(t) en régimen permanente:

Definicion
Cuando la entrada es una perturbacion y la referencia es nula, el error en
régimen permanente se denomina error de seguimiento, F.

Si P(s) =1
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i HO0)Ga()
s = O o G (5)Ga(5) H(5)

Es decir, influye solo el tipo de G (). Afectan también los ceros en el origen
de G2(s), aunque la presencia de los mencionados es muy improbable.

Si G1(s) es de tipo cero, se tiene un error de seguimiento finito, como el
representado a continuacion:

1 Ap(t)

H(D)aw{r)

Ay (1)
t

0

Figura 9.14: Error de seguimiento en un sistema.

Si se desea que el sistema se comporte como un servo de posicidn, el polo
en el origen debera estar en G1(s) y no en Ga(s).

Si P(s) = &
_H(0)Ga(s) |

=1 = lm ——
T T r Ci(5)Ga(s)H(s) 5 520 5G1(5)
Es decir, de nuevo influye solo el tipo de G1(s). En resumen, la dependencia
con el tipo de G1(s) se ve reflejada a continuacion:

Tabla 9.5: Dependencia con el tipo de G (s).

Tipo | 1/s | 1/s* | 1/s?

0 Finito 00 00
1 0 Finito 00
2 0 0 Finito
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Ejemplo
Estudiar el comportamiento en régimen permanente del siguiente sistema
ante una entrada en la perturbacion:

P(s)

Xr(s) e Y(s)
—@—b K >€ S '
-/ s =4 s+ 55+ 6

4

\J

Figura 9.15: Ejercicio con entrada en la perturbacion.

El sistema es estable dependiendo de los coeficientes del polinomio p(s) =
s3 + 5s% + 6s + K. Esto significa que VO < K < 12. Para los valores de K
comprendidos en ese rango se hara el estudio del comportamiento en régimen
permanente.

Puesto que G1(s) es de tipo 1, E; serd nulo ante una perturbacién en esca-
I6n, finito ante perturbacién en rampa, e co ante perturbacién de tipo parabola.
Para calcular F;, ante una entrada rampa, se reordena el diagrama de la siguien-
te forma:

P(s) " E(s)
—
N s+ 554+ 6
K
I

Figura 9.16: Ejercicio reordenado ante una entrada rampa.

Entonces:

s By vl G e e G iy
—s 1 1

es = lim sE(s) = lim s = ——
T s50 () =0 s(s+2)(s+3)+ K s? K
Si se desease hacer los analisis centrados en la parte estatica sin considerar
la parte dindmica, interesaria coger un valor de K grande, sin exceder el rango
establecido, es decir, K = 12.

E(s) =
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1 Ap(t)

H{0)ay(t) be, =0

a W— Ay, (1)
1

Figura 9.17: Grafica del ejemplo ante una entrada de perturbacion escalon.

— H(D)Ay ()

Agr(t)
t

Figura 9.18: Grafica de forma reordenada ante una entrada rampa.

Se puede observar en las dos graficas que la evolucién de la sefal y(t) coin-
cide con la del error (cambiada de signo).

9.3.1. Ejercicios con MatLab

Ejercicio 9.1

El diagrama de la siguiente figura representa un sistema de control de posi-
cion. Se ha de obtener la evolucion de la salida y(t) cuando la entrada r(t) sea
un escalén unitario, una rampa y una parabola unitarias. En cada caso, hay que
hallar el error correspondiente:

AX e (s) Ay(t) -

=/ 1 T 457+ s a

4
Ny

Figura 9.19: Ejercicio 9.1
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Solucion
Entrada escaldn unitario:

en lazo cerrado Evolucién del emor

A~

1 \/ T
a8 0
06 a2

30

Error

o 5 10 15 W 25 a5 @ 1 20 30 w0 50
Tiempo (s)

Tiempe (s)

35 40

Figura 9.20: Solucién ejercicio mediante sefial de entrada, sefial escaldn unitario

Cdbdigo en Matlab para la solucién:

S

R=tf(4,1); %
G=tf(1,[4 1 0]);
M=feedback (R*G, 1)

[y t]l=step (M) %
x=linspace(1l,1,139);
1x139

esc=x;

funcidén R(s)
% funcidén G(s)

sistema realimentado
generacidén respuesta al escaldn
vector de unos, dimensidn:

o

o

»

)
)

)
°

139x1
error de posicidén nulo

vector escaldn, dimensidn:
e=esc-y % error ep=e(139)
plot (t,esc, t,vy) representacién escaldén y salida

plot (t,e) $ representacidén del error

o

o
o

°

o

o

Entrada rampa unitaria:

RESpUESta 8N 1aZ0 cemado & I8 rampa Evoiucion del arror

v

a 5 w12 #* U o 5 1 15 20 5 aa % an

Figura 9.21:

Tampa s}

Tampe 1)

Solucidn ejercicio mediante senal de entrada, sefial rampa unitaria.
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Cédigo en Matlab para la solucion:

R=tf(4,1); % funcidén R (s)

G=tf(1,[4 1 0]);% funcidn G(s)
M=feedback (R*G, 1) $ sistema realimentado
ramp=t $ vector rampa de dimensidén 139x1
yr=1lsim (M, ramp, t) $ generacidn respuesta rampa
e=ramp-yr % error

ev=e (139) % error de velocidad finito

figure $ nueva ventana

plot (t, ramp, t,yr) $ representacidédn rampa y salida
figure $ nueva ventana

plot (t,e) $ representacién del error

Entrada pardbola unitaria:

Respussts en lazo cerrado a la parabola Evoiucién del error
1600 ]

[—a]
1400 |——mm |

Amplitud
&
=
Error

n 15 20 = ] B 40 Q 5 10 15 0 25 %) 3 40
Tlempo (s} Tiempa (s

Figura 9.22: Solucién ejercicio mediante sefal de entrada, sefial parabola unitaria

Cédigo en Matlab para la solucion:

R=tf(4,1); % funcidén R(s)

G=tf(1,[4 1 0]);% funcidn G(s)
M=feedback (R*G, 1) % sistema realimentado
par=0.5*t.2% vector pardbola de dimensién 139x1
yp=1lsim (M, par, t) % generacidn respuesta pardbola
e=par-yp% error

ea=e (139) % error de aceleracidédn infinito
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figure $ nueva ventana

plot (t, par, t,yp) $ representacidén pardbola y salida
figure $ nueva ventana

plot (t,e) % representacién del error

Ejercicio 9.2
Dado el siguiente sistema, determine el error en estado estable, de posicién,
velocidad y aceleracion:

4s + 2
Gls) = 2T 2
(5) 352 +5s5+7

Solucién

El sistema es de segundo orden y de tipo 0, por tanto los errores de veloci-
dad y aceleracion seran infinitos mientras que el error de posicién sera un valor
calculable, todo esto se puede demostrar de la siguiente forma:

2
K, =G(0) = - = 0.2857

1 1
b= TR * 100% = g gy ¥ 100% = T0T8%

El error en estado estable como se ha mencionado indica el valor en que di-
fiere el valor de salida real del sistema de la referencia o set point, esto se verifica
en lazo cerrado como se puede ver:

Cédigo en Matlab para la solucion:

G tf((4 21,3 5 7]);

M = feedback (G, 1) ;

1[y,t] = step(M,6); % set point r(t) =1
plot (t,y, 'LineWidth’,1.5);

xlabel (' Tiempo (s)');

ylabel ('Salida y(t)');

title ('Respuesta al paso en lazo cerrado’) ;
axis ([0 6 0 1.27)

grid on;
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hold on;
r = t>=0;
plot (t, r, 'LineWidth’,1.5);

Respuesta al paso en lazo cerrado

1.2
saiida yit)
ol ol Al |
1
%534
¥l
8
g:
308
u
@
4
%534
¥ 0,221847
0.2
¥, |
0 1 2 3 4 & ]

Tiempo (s}
Figura 9.23: Salida del sistema en lazo cerrado comparado con el set point.

Por su parte los errores de velocidad y aceleracion resultan:

2
BQ::SCKO):%)*?::O
1

v

2
Ka:s2*G(0):0*?:0
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Capitulo 10

El lugar geométrico de las raices

10.1. Analisis de sistemas realimentados

El sistema realimentado de la figura [T0.1] se debe puede reducir a un solo
bloque para facilitar su analisis.

Xr(s) e Y(s)
—{t_ > G(s)

i

H(s) |&——

Figura 10.1: Sistema realimentado.

Obtenida la funcion de transferencia en lazo cerrado M (s) se puede cono-
cer la dindmica del sistema en lazo cerrado, que en ocasiones puede ser muy
diferente a la dinamica analizada en lazo abierto.

Xr(s) Y(s)
—» G5 |—»

Figura 10.2: Sistema realimentado.

Pero en los sistemas de control, dispondremos de parametros variables que
podemos disefar a nuestro antojo. El conjunto sistema que controlar - accionador
(por ejemplo conjunto motor - polea) y el sensor (por ejemplo, un tacémetro) sue-
len ser elementos fijos y no tienen parametros variables. Sin embargo, el sistema
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de control es un circuito electronico que se puede ajustar, por ejemplo, mediante
resistencias variables.

Ejemplo
Sea el sistema realimentado siguiente:

X:(s) E(s) U(s) 1 Y(s)

K T os+1

1
s+1

A

Figura 10.3: Ejemplo: Sistema realimentado.

M(s) = Ko K(s+2)  K(s+2)
1+ K5 (+D6E+2)+ K s +3s+ (K +2)

Las raices del polinomio caracteristico p(s) son:

s=-15+22—-(K+2)=-15+£v025- K
Para K = 0,

s=—-15+05=

Para K = 0.25,
s = —1.5 doble

Para 0 < K < 0.25,
raices reales
Para K > 0.25,
s=—-15+jvVK —0.25 complejas conjugadas

La evolucion de las raices aparece reflejada en la figura con trazo continuo.
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Figura 10.4: Ejemplo: Raices en el plano complejo.

Se puede observar que, en el ejemplo seguido, el trazado tiene dos ramas, y
un punto de dispersién sobre el eje real. Cada rama comienza, en este caso, en
K =0yterminaen K = oc.

Para K < 0,

s=—1.5++0.25—- K raicesreales

En la figura anterior aparece reflejado en trazo discontinuo el caso K < 0.
Por ejemplo, para K = —2,

s=—-15+v225=
-3
Definicion
Al lugar geométrico de las raices de p(s) al variar K se le llama Lugar de las
raices.

Al lugar geométrico cuando K > 0 se le denomina lugar directo. Al lugar
geométrico cuando K < 0 se le denomina lugar inverso.
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Ejemplo
Siguiendo con el sistema realimentado anterior,

K < -2; inestable
—2 < K <0.25; sobreamortiguado

K =0.25; crticamente — amortiguado

K > 0.25;  subamortiguado

No debe olvidarse nunca que, ademas de los dos polos, M (s) tiene un cero
en s = —2 que también influira en su dindmica, si bien esto no hace variar el
analisis cualitativo realizado.

Por tanto, mientras el analisis en régimen permanente de un sistema reali-

mentado se lleva a cabo estudiando los errores, el andlisis en régimen dindmico
se hace mediante el lugar de las raices.

10.2. Ecuaciones basicas del lugar de las raices

La funcion de transferencia del sistema realimentado esta dada por:

_ G
M) = TG )
Si se toman
_ ng(3) . np(s)
G(S) - dg(S) y H(S) - dh(S)
es decir,

entonces
ng(s)
M(S) _ dz(s) _ ng(s)dh(s)
1+ alonals) - dy(s)dp(s) 4+ ng(s)np(s)
dg(s)dn(s)

Por tanto, el sistema realimentado tiene como ceros los de G(s) y los polos
de H(s) y como polos las raices del polinomio caracteristico.
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n m

p(s) = [T(s = pi) + K[ (s — =)

i=1 i=1

El conjunto de valores de s que son raices de p(s) forman el lugar de las

raices. Como s, en general, complejo, (s — z;) y (s — p;) son también complejos

que verifican p(s) = 0, y por lo tanto, cualquier punto s del lugar de las raices
cumple que

_ :H?zl(s_pi)
A Y

Al parametro K se le denomina factor de ganancia.

Tomando modulos:

[[ (s — )
Dado que cada valor |s — p;| 0 |s — z; es la distancia del punto del plano
complejo s al polo p; o al cero z;, respectivamente,

‘ |

K| =

o~

Pi

Figura 10.5: Ejemplo
se tiene que: | K| = producto de distancias a todos los polos / producto de

distancias a todos los ceros. A esta expresién se le denomina criterio del mé-
dulo:
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Ejemplo

En el lugar de las raices dibujado anteriormente, cualquier punto del mismo
verifica el criterio del médulo. Por ejemplo, para el punto s = —1.5, se cumple
que

‘ [

Figura 10.6: Ejemplo.

d_1d_o
1
Es decir, este criterio permite obtener el valor de K, en valor absoluto, co-
rrespondiente a cualquier punto del lugar de las raices. Nétese que este valor de
K = 0.25 ya se vio que efectivamente correspondia al punto de dispersion.

K| = =0.5% =0.25

Tomando argumentos

Z—K:ils—pi—ils—zi
i=1 i=1

Dado que cada valor /s—p; 0 s— z; es el angulo que forma el punto del plano
complejo s con el polo p; o con el cero z; respectivamente, se tiene que / — K =
suma de angulos con todos los polos - suma de angulos con todos los ceros.

A esta expresién se le denomina criterio del argumento:
n m
LK =300, 0
=1 =1

197



Figura 10.7: Ejemplo.

si K>0: 291 Zﬁzl—2q+)
n m

st K<O0: Zt‘)pi—zezi:2q7r
i=1 i=1

Vge0,1,2,...

Ejemplo

Continuando con el mismo ejemplo, se puede comprobar que todos los pun-
tos de la vertical con parte real —1.5 pertenecen al lugar de las raices:

se cumple que

0_1+0_2:04+(7T—a):7r

Es decir, este criterio permite no solo saber si un punto del plano complejo
pertenece al lugar de las raices, sino saber si ademas pertenece al directo () o
al inverso (0).

Debe tenerse precaucion con el hecho de que el parametro K del lugar de las
raices es el producto de todos los pardmetros K de cada uno de los subsistemas
que componen el sistema en cadena abierta.

Ejemplo
En el sistema el criterio del médulo se aplica de la siguiente forma:

d_1d_3
1

|5KR| =
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)C\
o
A

Figura 10.8: Ejemplo.

Xr(: ~ E U(: Y(:
(s) +_\ (s e (?)_'_ 5 (s)

> E
- s+1

1
s+3

Figura 10.9: Ejemplo.

Por ejemplo, para el punto s = —2 + j, que pertenece al lugar directo, ya que
verifica el criterio del argumento, se tiene que
2v/2
5K = fl\f —9

por lo que Krp = 0.4.

Observe también que los ceros en cadena abierta siguen siendo ceros en
cadena cerrada, y que los polos de H(s) también pasan a ser ceros en cadena
cerrada:

5KR(S + 3)

M) = 5300 + 3 1 5KR
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Figura 10.10: Ejemplo.

10.3. Reglas para el trazado del lugar de las raices

Ir dando valores a K para obtener los puntos que forman el lugar de las raices
no es una practica recomendada, especialmente en sistemas de orden superior
a dos. Afortunadamente, para el trazado del lugar existen una serie de reglas
que facilitan enormemente su obtencién. Estas reglas son diez y se presentan a
continuacion.

Ejemplo
Se desea trazar el lugar de las raices del sistema

N K (s+3)
—p [ — -
' s(s°+2s5+2)

™
My =

\

1
542

A

Figura 10.11: Ejempilo.

En primer lugar, se marca sobre el plano complejo la situacion de los polos y
los ceros en cadena abierta.

En este caso, se tiene polosen s =0, s = -2,y s = —1 + 5 y un cero en
s = —-3.
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Figura 10.12: Ejemplo.

Regla 1: Numero de ramas
El nUmero de ramas es el maximo entre el nimero de polos y el nimero de
ceros en cadena abierta.

ramas = max{n, m}

La demostracion es la siguiente.

Se buscan las raices de:

PO
[Tz (s = pi)
es decir, del polinomio:
n m

p(s) = [T —p) + K [J(s ) =0

=1 =1
El orden de p(s) es claramente el mayor entre n y m.

Ejemplo
En el sistema anterior, se tiene que n = 4y m = 1. Por tanto, existen 4 raices
en cadena cerrada, es decir, existen 4 ramas.

Regla 2: Puntos de comienzo y final de ramas
Cada rama comienza en un polo (K = 0) y termina en un cero (K = 400). Si

no hay polos o ceros suficientes, los que faltan, |n — m|, se sitdan en el infinito.
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La demostracién es como sigue.

Se desean dibujar las raices de:

n m
p(s) = H(s =) +KH(S —2)=0
i=1 i=1
y se tiene que, para K = 0, éstas son los polos en cadena abierta. Si ahora
se expresa p(s) de la forma

m

p(s) = [1{1_[(3 — i) +H(S —2)=0

=1

cuando K = +o0, sus raices son los ceros en cadena abierta.

Ejemplo
En nuestro ejemplo, para K = 0, las ramas comienzanen s =0, s = —2y
s = —14j. Para K = 00, unaramaterminaen s = —3y el resto se va al infinito.

Regla 3: Comportamiento sobre el eje real:
Los puntos situados sobre el eje real pertenecen al lugar directo, si el nimero de
polos y ceros situados en su derecha es impar. Pertenecen al lugar inverso, si es
par.

La demostracion se basa en aplicar el criterio del argumento a los puntos del
eje real. Veamos que cualquier punto del eje real pertenece al lugar de las raices,
ya que el criterio del argumento siempre suma 7 0 0.

n

si K>0: Zem—iezi =(2¢+ )7
=1

i=1

n m
si K <0: 297‘”—20%22@?
i=1 i=1

Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo, ya pueden marcarse sobre el eje real los tramos
que pertenecen al lugar directo y al inverso. Comenzando por la derecha, uno si
y uno no, pertenecen a los lugares inverso y directo, respectivamente.

Regla 4: Simetria

El lugar de las raices es simétrico respecto al eje real.

Esto es logico, puesto que, si existen raices complejas, siempre seran conjuga-
das.
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m /Tl
o -1y ] ol _—
\
\ o«

Figura 10.13: Ejemplo.

Ejemplo
En el ejemplo de nuestro caso, efectuaremos los calculos solo para la parte
superior.

Regla 5: Asintotas
Las ramas que terminan en el infinito son asintéticas a rectas que forman un
angulo con el eje real dado por

2 1

g, = Z4tDT koo
n—m
2

.= 1" & K<0
n—m

conq € 0,1,2,...,donde n — m es el nimero de asintotas.

La demostracién se basa en aplicar el criterio del argumento en un punto del
lugar que corresponda a K grande.

i

¥—3% R

Q

Figura 10.14: Ejemplo.

Por ejemplo, para K > 0,
ZG . — Zﬂzi =(2¢+ 1)m
i=1 i=1
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Cuando K — o0, 0, = 0., = 0,, Vi.
Es decir,
nb, — mby, = (2¢+ 1)m

Ejemplo
En el ejemplo que se esta siguiendo, se tiene que

2¢+1)m ,
= = — T, —— K>0
0, Y 3,7r, siK >
2qm 2 .
9a2431: ,—,—— siK <0

Regla 6: Centroide La interseccion de las asintotas (centroide) se produce en el
punto del eje real dado por:

n m
Zi:1 bi — Zi:1 25
n—m
La demostracién se basa en la teoria de polinomios.

Oq =

x
Py

Oa

Figura 10.15: Ejemplo.

Ejemplo En el ejemplo

o :(0—2—1+j—1—j)—(—3):_}

4-1 3

Regla 7: Angulos de salida y llegada: El angulo con el que una rama sale de
un polo, o llega a un cero, es:
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05p2292i— Z Op, + 2¢+ 1), 51K >0

i=1
i=1
1% Sp
m n
Op= 0 — > Oy +2qm,siK <0
i=1
i=1
1% Sp

i=1
1=1
i 7 Uy
n m
Ou. = Op — > 0+ 2gm,siK <0
i=1
1=1
i Uy

Para comprobarlo, basta con aplicar el criterio del argumento en un punto del

lugar de las raices muy cercano al polo o al cero cuyo angulo de rama se desea
calcular.

Por ejemplo, para K > 0, en el caso de la figura anterior:

D 0, =Y 0., =(2q+ )
=1 i=1

Dado que el angulo que forma el punto con el polo més cercano es, practica-
mente, el angulo de salida de la rama.
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Figura 10.16: Ejemplo.

Z Hpi + QSP - Z 922‘
=1

=2¢+ )7
1=1
1% sp
Osp iezl— zn: Op; + (2 + 1)m
i=1 .
1% sp

Ejemplo Volviendo al sistema seguido como ejemplo, para K > 0,

1
Op = laretgg) (G + 5+

- = —64
1 + 5 + 1 |+ 6
mientras que, para K < 0,

1 T w™ 37
Osp = [arctgi] — [Z + 5 + Z] =116

Regla 8: Puntos de dispersion y confluencia Los puntos en los que varias ra-

mas se separan del eje real, o confluyen en él, estan dados por ‘il—f =0

No se demostrara rigurosamente, si bien se puede comprobar su certeza a
la vista de los siguiente dos casos.

Ademas, las ramas intersectan con el eje de manera ortogonal.
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|K| |K]

Figura 10.17: Ejemplo.

Ejemplo En nuestro ejemplo:

s+3
1+ K =0
+ s(s+2)(s?+2s+2)

Despejando K:

s(s+2)(s* +2s+2) st 4 453 + 65% + 4s
K:— = —
5+3 s+3

Por lo que:

dE (4% +125* + 125 + 4)(s + 3) — (s* 4+ 45° + 65° + 4s) 0
ds (s+3)2 B

Cuyas raices son s = —3.65, s = —1.54y s = —0.7 + 50.4. Las raices
complejas conjugadas no son soluciones sobre el eje real, por lo que deben des-
cartarse. De las otras dos, y a la vista de la gréfica del lugar de las raices, se
deduce que s = —3.65 es punto de confluenciay s = —1.54 es punto de disper-
sion.
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Otra forma de calcularlos consiste en observar sobre la grafica, en qué zo-
nas del eje real (valores de s) es previsible que se encuentren los puntos de
confluencia y dispersion, y tantear valores de s, sobre la expresion.

st + 453 + 65> + 4s

K=-
s+3
Hasta encontrar le maximo o minimo de K. Por ejemplo, para el punto de
dispersién, se tantearia entornoa s = —1.5:

s | —1.60 | —1.55 | —1.54 | —1.53 | —1.50

K| 0.6217 | 0.6265 | 0.6267 | 0.6266 | 0.6250

Por lo que s = —1.54 para K = 0.63. Para el punto de confluencia, se
tantearia entorno a s = —3.5:

s | —=3.70 | =3.66 | —3.65 | —3.64 | —3.60

K| 74.492 | 74.340 | 74.332 | 74.336 | 74.496

Por lo que s = —3.65 para K = 74.3.
Se puede comprobar que también puede tener sentido aplicar esta regla en
puntos de confluencia o dispersion que no pertenezcan al gje real.

Regla 9: Interseccion con el eje imaginario
Las intersecciones con el eje imaginario corresponden a valores de K para
los cuales el sistema realimentado se encuentra en el limite de la estabilidad.

Estos cortes se obtienen, por tanto, aplicando el criterio de Routh.

Ejemplo:
Siguiendo con el ejemplo:

p(s) = s(s+2)(s* +25+2) + K(s +3)

Es decir:

p(s) = s +45° 4+ 65> + (4 + K)s + 3K
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Por lo que la tabla de Routh resulta:

s° 4 44K | 0

§2 | 2-K | 3[ 0

s 3K 0 0

Con lo que deben cumplirse tres condiciones:

20—K
DK > 0

QO+K)(U+K) o5
m = Yo—x >0
1

3K >0

Por lo que finalmente se tiene que:

(

K <20
—34.33 < K < 2.33

K>0

Es decir, el sistema es estable para:

0< K <233

Se puede deducir que los cortes con el eje imaginario del lugar directo co-
rresponden al valor de K = 2.33. Para este valor, se produce una fila de ceros en
la tabla de Routh, en concreto la de orden dos, con lo que el polinomio auxiliar es:

20— K
CL(S):T

cuyas raices nos dan los cortes buscados: s = +51.26. Existe un tercer corte,
pero en este caso, resulta trivial. Es el correspondiente a K = 0, que en la grafica

s? + 3K
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se ve que corresponde con s = 0, y que da lugar a otra fila de ceros diferente (la
de orden uno).

Regla 10: Suma de las raices:
Si el polinomio caracteristico se expresa de la forma:

p(S) = ansn + an—lsnil + + als —|— ao

Entonces, para cualquier valor de K se verifica que la suma de las raices es
an—1
—%o1,

La demostracion se basa en la teoria de polinomios (Cardano - Vietta).

Ejemplo
En el ejemplo seguido:

p(s) = s* +45% + 65> + (4 + K)s + 3K
Por ejemplo, para K = 0, se verifica que:
4
—I:O—1+j—1—j—2

Mas util resultaria aplicar esta regla en el punto de dispersién, con el fin de
conocer dénde se encuentran los dos polos restantes, para ese valor de K.

4
1= —1.54 -2+ (=0 + jwq) + (=0 — jwg)
Es decir:

4—-2.1.54
SECLRE

Esto corresponde a un sistema estable.

Son muchos los casos como el del ejemplo, en los que el cociente anterior
es indispensable de K. Ello significa que, al ser la suma de las raices constante,

las ramas que vayan hacia la derecha deben compensarse con la existencia de
ramas que vayan hacia la izquierda.

Finalmente, el lugar de las raices completo del ejemplo seguido es el siguien-
te:
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. Yl .
St

Figura 10.18: Ejemplo.

Del lugar de las raices puede llevarse a cabo un andlisis dindmico del siste-
ma.

Ejemplo
En el ejemplo utilizado, el sistema realimentado es:
K(s+3)
s(s+2)(s2+2s+2)+ K(s+3)

M(s) =
Verifica que:
VK <0, inestable
V0 < K < 2.33 subamortiguado

VK > 2.33 inestable

10.4. Formas basicas

Se analizan a continuacion el lugar de las raices correspondientes a sistemas
de primer y segundo orden, el efecto de los polos y ceros adicionales.
Sistemas de primer orden

0 7(2q—|—1)7ri
@ 1-0
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Figura 10.19: Ejemplo.

Sistemas de segundo orden

| ¥ %

Figura 10.20: Ejemplo.

0 (2¢+1m 7 3m
“ 2-0 27 2
o1+ o
9, = 12 2
m n
Op =D 0~ D, Op+QtDr=—5+n=7
=1
1=1
1% Sp

Se observa que los valores de K < 0 tienden a inestabilizar el sistema, mo-
tivo por el cual las realimentaciones no suelen ser positivas.
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Segundo orden con cero adicional

[ 'Y
| | |

|
|
|

<
o !
Py
P

7N E
ff _r"‘
\ R R
A / \

\\-\_ _/

Figura 10.21: Ejemplo.

2+ 1m
ba = (2_1) =
Comparando la primera, cuarta y quinta figuras con la del sistema de segun-
do orden puro, se puede comprobar que, en general, la adicién de un cero a un

sistema en cadena abierta tiende a estabilizar el sistema realimentado.

Entender la influencia cualitativa de la posicion relativa de polos y ceros, en
el lugar de las raices, es importante de cara al disefio de reguladores con mas
de un parametro variable.

Segundo orden con polo adicional (tercer orden)

g, = Zatlm _m 7w
3—-0 3 3
Comparando cualquiera de estas formas con la del sistema de segundo orden
puro, se puede comprobar que, en general, la adicién de un polo a un sistema
en cadena abierta tiende a inestabilizar el sistema realimentado.
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Figura 10.23: Ejemplo.

A la vista de las figuras, puede deducirse también que debe evitarse la cance-
lacion de polos y ceros en el sistema en cadena abierta, puesto que conduciria a
polos en cadena cerrada cualitativamente diferentes. Se observa que, en el siste-
ma sin reducir de orden, existen valores de K para los cuales este llega a hacerse
inestable. En el caso del sistema reducido, sin embargo, este es estable VK > 0.

g, = Zathm _ 7 3r 3r 7
40 4747 40 4
01+ 092+ 03+ 04
Oqg = — 1

En el tercero de los casos:
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Op =D 0= D Ot (et r=—[5+a+(r—a)+r=—2
=1
1=1
i # sp

10.5. Lugar de las raices generalizado

El método del lugar de las raices se puede generalizar cuando se tiene un
parametro variable de K, es decir, cuando lo que varia es un polo o un cero.

> K > G(s)

H(s) 4

Figura 10.25: Ejemplo.

Se denomina contorno de las raices al lugar geométrico de los polos en
cadena cerrada cuando, permaneciendo K constante, se varia la posicién de los
polos y ceros en cadena abierta. En este caso, la forma de analizar el compor-
tamiento dindmico del sistema consiste en reescribir el polinomio p(s), de forma
que quede expresado como:

n

[[G—p)+E][(s—2)=]](s =) +e]](s—2) =0

i=1 i=1 =1 =1
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Donde ¢; es el nuevo parametro variable, polo o cero. Notese que, al llevar a
cabo esta transformacién, los nuevos polos p; y ceros z; que aparecen en cadena
abierta no tienen significado fisico; de hecho, pueden aparecer mas ceros que
polos (m > n). Sin embargo, los ceros del sistema realimentado siguen siendo
los mismos, ya que estos no vienen dados por el lugar de las raices.

Ejemplo
Dibujar el lugar de las raices del siguiente sistema:

A J

R(s) 7 s+3 Y(s)
—+ K L
N s +s5+4

Figura 10.26: Ejemplo.

Y calcular el valor de K para que la respuesta sea similar a la de un sistema
de segundo orden con un sobrepico del 20 % ante una entrada escal6n unitario
(sin tener en cuenta el cero de lazo cerrado).

Solucién

1) Puntos de comienzo:

51,2 = —0.5 :|:j1.93

2) Puntos de finalizacion:

3) Lugar en el gje real:
(—o0, —3]
4) Asintotas:

C180°(2¢+ 1) 180°(2¢ + 1)

6 = 180°
“ p—z 2—-1
5) Centroide:
> polos — > ceros —1+3
Oq = = =2
p—z 2—1
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6) Angulos de salida desde polos complejos conjugados:

—0.5 +/1.93
ot |
1} |
Al
1r epz 7
2 -05-j193 |
-3 25 2 1.5 -1 -0.5 0

Figura 10.27: Ejemplo.

1.93
0.1 = arctg(——) = 37.667°
2.5
Op2 = 90°
37.667° — 90° — 6,1 = 180°
01 = —180° — 52.34° = —232.34°
7) Puntos de corte con el eje imaginario:

s+3
2+s+4
P?4+5s+44+Ks+3K=0
s+ (K +1)s+4+3K =0

1+ K

En donde el coeficiente de s? es:

En donde el coeficiente de s! es:

K+1
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En donde el coeficiente de s° es:

4+ 3K

Por tanto

K+1>0 K2>-1
4
443K >0 Kz—g K> -1.33

Luego sera: K > —1

8) Puntos de llegada al eje real:

s+3

24+s+4

s+s+4

 s+3

dK 25+ 1)(s+3)—)s*+s+4 224+ Ts+3—s*—s—4
ds (s +3)2 N (s +3)2
32—1—63—170
(s +3)2

1+ K

K =

—6.16
81,2 =
0.16

El 0.16 es no vélido debido a que no cumple la condicién.
Y el lugar de las raices completo:

Para que la respuesta sea similar a la de un sistema de segundo orden con
un sobrepico del 20 % se tiene:

om

M, =e V5% =0.043
o
————— =n0.043
V1= 62
6212 =9.9(1 — 6%)
62(m* +9.9) = 9.9
6% =05

0 =0.707
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4 T

3t ]
2r —0.5+ /193
it

o & |

~6.16 -3

1t ]
2f —05-/193 -
3t §
4

4 7 € S5 4 3 2 1 0 1 2
Figura 10.28: Ejemplo.

0 = arccosd = 45°
0
ts:é‘wn
0wy, >1
w > L
"= 0.707

wyp, > 1.41

<7

Se puede observar que la restriccién esta fijada so6lo por el maximo sobrepico.

El punto de funcionamiento se calcula a partir del lugar de las raices, donde
de forma aproximada seré:

S12 = —-3.3+ 3.3j
Como K - G(s) = —1

1
G(s) o—sy

s+ s+ 4‘ _ ‘ (=3.3+3.3)2 + (—3.3+;3.3) + 4‘ _ ‘0.7 - j18.48'

|

s+3 (—3.3+33.3)+3 —0.3+753.3
18.49/ — 87.83
- ‘ 3.31/95.19 ’ =558
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Figura 10.29: Ejemplo.

La funcién de transferencia de lazo cerrado con el regulador proporcional cal-
culado sera:

M(s) = 58 5.58(s + 3) _ 558(s+3)
1+ 5.58521214 s2+s5+4+558s+16.74 52+ 6.58s + 20.74
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Capitulo 11

Introduccion a los sistemas de
control

11.1. Control en Lazo Abierto
En teoria se puede eliminar £, en lazo abierto. Para esto tendriamos que lo-
grar que, tras la introduccién del compensador, la ganancia estatica del sistema

M(0) seaigual a 1.

En el caso del siguiente sistema:

Hr(s) H fS)

_ | K R(s) |, Ky .
(1+Ts)(As +B)

hd

Figura 11.1: Ejemplo.

Podemos eliminar el error en estado estable con el bloque:

B
- Ks . Kb

En realidad, puede ser cualquier otro, lo primordial es que tenga la misma
ganancia estatica. También podemos modificar la dindmica del sistema segun
las condiciones establecidas.

R(s)

Por ejemplo si se desea la siguiente dinamica del sistema:

a-b

MO = Grae+n
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Se puede introducir el siguiente compensador:

a-b (147Ts)(As + B)

R pu—
(=) Ks- K, (s+a)(s+b)
H.(s) K ab (1+Ts)(4s+ B) K, H(s)
- : KoKy (s+a)(s+Db) (1+Ts)(As+ B

Figura 11.2: Ejemplo 2.

Para que cumpla con nuestras condiciones.

En la practica una implementacion de este estilo no es tan sencilla y se pre-
sentan varios inconvenientes:

1.

2.

3.
4.

5.

Desconfianza en el modelo (al desconocer el valor exacto de polos y ceros).

Dinamicas no modeladas (el modelo de la bomba podria ser de segundo
orden).

Dinamicas no compensables (polos inestables no pueden cancelarse).
Perturbaciones (apertura incontrolada de la véalvula).

No linealidades (el sistema a controlar no es lineal).

El sistema de control seleccionado debe ser capaz de cumplir con las condi-
ciones establecidas en un inicio: ser robusto a la incertidumbre del modelo, casi
inalterable ante perturbaciones y cualitativamente como si el sistema real fuera

lineal.

Control por realimentacion simple
En este esquema. se introducen como nuevos elementos un sensor o capta-
dor y un comparador. El regulador se suele introducir a la salida del comparador.

Ejemplo
Incluyendo un modelo mas real con perturbaciones:

qe(t) = Ah(t) = Bh(t) + Daf(t)
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11.2. Control ON - OFF

El objetivo primordial de la realimentacion es incrementar la accion de control
cuando la variable controlada esta por debajo del punto de referencia y viceversa.

La acciéon de control mas basica es la accién on-off.

u

umm

A4

umin

Figura 11.3: Accién de control on-off.

Umaz, Ve(t) >0

u(t) = (11.1)
Umin, Ve(t) <0

Generalmente, umqz Y Umin hace referencia a limites fisicos de los actuado-
res. No tiene parametros modificables. El inconveniente principal que tiene ese
tipo de control es que, en régimen estable, entra en modo oscilatorio.

Existen dos variantes. El control on-off con zona muerta y el control on-off
con histéresis.

» Para el primer caso, el problema radica en eliminar las oscilaciones cuando
el error es pequenfio.

= El problema en el segundo escenario consiste en evitar que la accioén del
controlador cambie el signo cuando hay poco ruido. Un ejemplo obvio es el
termostato. Este tipo de procedimiento de control se puede mejorar mucho
mediante las acciones proporcional, integral y derivativa.
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1 Yo(6)

ANAWANANY/
\AVARVARV/
u(t)

S
EREREREAE

Figura 11.4: Comportamiento general de la accién de control on-off.

Upmaz

Usnazx Y

Upnin

Upin

Figura 11.5: Casos de la accién de control on-off.

11.3. Compensacioén en adelanto

En este capitulo vamos a involucrarnos en el disefo de sistemas de control.
Aplicaremos la técnica de compensacion de adelanto, la cual consiste en colocar
un compensador en serie a la funcién de transferencia G(s) para obtener lo que
deseamos, todo eso en el momento en el cual estamos realizando el disefio de
sistemas de control.

En esta técnica el problema es realizar la eleccién correcta de los polos y
ceros del compensador G.(s) para lograr obtener los polos dominantes en lazo
cerrado, en las ubicaciones que deseamos, para que con esto se cumplan las
especificaciones de comportamiento.
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Compensadores de adelanto y compensadores de retardo

Existen varias maneras de obtener compensadores en adelanto, como son
las redes electronicas que usan los amplificadores operacionales, las redes RC
eléctricas, entre otros.

jo jw
& &
—%x 01 »g —O0— 31— »g
1 1 1 1
B RzCz _Rlcl Rlcl RZCZ

(a) (b)

Figura 11.6: Polos y ceros: (a) Red de adelanto; (b) Red de atraso.

Técnicas de compensacion basadas en la ubicacion de las raices
(adelanto)

El método de las raices es muy efectivo en el disefio de sistemas cuando ne-
cesitamos incorporar condiciones especificas a nuestras variables temporales,
como el factor de amortiguamiento y la frecuencia natural no amortiguada de los
polos dominantes en el sistema en lazo cerrado, asi como el maximo sobrepico
y el tiempo de establecimiento.

A continuacién, se detallara el procedimiento para disefiar un compensador
de adelanto para el sistema expresado en la figura mediante el método de
las raices.

1. Determine el lugar de los polos del sistema en lazo cerrado.

2. Por medio de una grafica de la ubicacion de las raices del sistema original,
compruebe si el ajuste de la ganancia puede o no por si solo proporcionar
los polos en lazo cerrado adecuados.
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G ) Ge(s)

G(s)

h 4
A

Figura 11.7: Sistema de control.

3. Suponga que el compensador G.(s) es:

T, + 1 s+ 4
G.(s) = K, =K.—L (0<a<1
e(s) YT, + 1 ‘s+ L (0<a<d)

4. Sino se especifican las constantes del error en estado estable, determine
la ubicacién de los polos y de los ceros del compensador de adelanto, para
que el compensador pueda influir en el angulo necesario. Si no hay otras
condiciones intente aumentar el valor de «

K, = lim sG.(s)G(s) = K.a lim sG.(s)
s—0 s—0

5. Determine el valor de la K. del compensador de adelanto a partir de la
condicion de magnitud.

Al final debe verificarse que se cumplan las condiciones de comportamiento.
Si el sistema no cumple debe repetirse el procedimiento.

Ejemplo
Partiendo de la funcién de transferencia en lazo abierto

10
R TP

La funcién de transferencia en lazo cerrado resulta:

C(s) 10 B 10
R(s) s2+s+10 (s+ 0.5+ 53.1225)(s + 0.5 — j3.1225)
Los polos en lazo cerrado se ubican en:

s =—0.5+73.1225
El factor de amortiguamiento en lazo cerrado es igual £ = \1/% = 0.1581.

La frecuencia natural no amortiguada en lazo cerrado w,, = v/10 = 3.1623[rad/seg]
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R(s) N 10 C(s)

\i s(s+1)

G(s)

Figura 11.8: Sistema de control.

Root Locus
6
=
T na
£ W&
8
g
{;_: i) x w0
<
=
E-02
o
E
04
16
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2
Real Axis {seconds ')
(a) Lazo abierto.
Root Locus
g
= &
I;W
2
=
8 2
2
8 o
=3
Pl
ke
L}
&
B4
E
6§
B
10
1.6 1 0.5 0 0.5

Real Axis {seconds ™)

(b) Lazo cerrado.

Figura 11.9: Ubicacién de los polos del sistema.

Ejemplo:

Disefie un compensador de adelanto G.(s) de forma que los polos en lazo
cerrado tengan el factor de amortiguamiento £ = 0.5 y la frecuencia natural no
amortiguada w,, = 3 rad/seg.
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La localizacién de los polos en lazo cerrado se puede determinar a partir de:

§% 4 26wns + w2 = s>+ 35 +9 = (s + 1.5+ j2.5981)(s 4 1.5 — 52.5981)

Resumido
s =—1.5+ 352.5981

R(s) —. 10 c(s)
>+ ) »  Ge(s < >
< s(s+1)
A
G(s)
(a) Sistema compensado.
Jwa
Polo en lazo | j25081
cerrado '
deseado L2
w, = 3
1
60°,
L L L -
-3 —-1.5 1 o

F—j1
k-2

(b) Ubicacion de los polos en lazo cerrado.

Figura 11.10: Ejemplo 4.

A continuacién, se detallara el procedimiento para determinar el compensa-
dor de adelanto.

Realice la suma de los 4ngulos en la ubicacién de uno de los polos dominan-
tes en lazo cerrado con los polos y ceros del sistema del cual partimos o sistema
original, y determine el angulo necesario para que la suma total sea equivalente
a 180(2k + 1).

Suponga que el compensador de adelanto tiene la siguiente funcién de trans-
ferencia:

Ts+1 s+ &
G.(s) =K = I (0<a<1
() CaaTs—i—l CS‘FO%T ( @ )
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El angulo desde el polo en el origen al polo dominante en lazo cerrado se
obtiene:
s =1.54 52.5981; / = 120

El angulo desde el polo s = —1 al polo dominante en lazo cerrado se obtiene:

s = 1.5+ 72.5981; / = 100.894

Por lo que tenemos una deficiencia del angulo de:

Deficiencia del angulo = 180° - 120° - 100.894° = -40.894°

Solucion

Dibuje una linea que conecte el punto P con el origen. Biseccione el &ngu-
lo que forman las lineas PA y PO, como se muestra en la citada figura. Dibuje
dos lineas PC y PD que formen &ngulos de +¢/2 con la bisectriz PB. Las in-
tersecciones de PC y PD con el eje real negativo proporcionan la localizacién
necesaria para el polo y el cero de la red de adelanto. Por tanto, el compensador
disefiado hara de P un punto sobre el lugar de las raices del sistema compensa-
do. La ganancia en lazo abierto se determina mediante la condicion de magnitud.

El &ngulo de G(s) es:

[ 10

= = —220.804°
sts + 1) 5=~ 1.5 4/2.5981

jo |

Tal - s

7 I ] 0 I
C B D

Figura 11.11: Determinacién de polos y ceros.
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Si necesitamos que la ubicacion de las raices pase por el polo en lazo ce-
rrado deseado, el compensador de adelanto debe agregar¢ = 40.894° en ese
punto.

Si biseccionamos el &ngulo APO y tomamos 40.894/2 a cada lado, entonces
la localizacion del polo y del cero se encuentran como sigue:

Ceros en s =-1.9432
Polos en s = -4.6458

De esta manera la funcion de transferencia puede expresarse:

s+ 1.9432 s+ 4
G(s) =K., """ g, T
o(8) = Ko mrams — Ko + L
Célculo del valor de a:
1.9432
- —0.418
“ T 16458

Calculo del valor de K.:

10(s+1.9432)

8119432 10 =1
€ s5+4.6458 s(s+1) s=—1.5+j2.5081
O también puede adoptar el valor de:
K, = s+4.6458-s(s+1) ' = 1.2287
s=—1.5+42.5981

Obtenemos asi el compensador de adelanto deseado:

s+ 1.9432
s+ 4.6458
Por lo tanto, su funcién de transferencia en lazo abierto es:

G(s) = 1.2287

s+ 1.9432> 10
s+4.6458 s(s+1)

Y su funcién de transferencia en lazo cerrado es:

Gc(s) = G(s) = 1.2287(

C(s) 12.87s + 23.876
R(s)  ®+5.6462 + 16.933s + 23.876
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Figura 11.12: Determinacién del polo y el cero de una red de adelanto.

jw &
\ 3
?
\\ - jz
\
\\ i
¥ A L@ o " \ IE——
-5 —4 -3 -2 =1 / 1 @
/ —j1
/
fr/ F—j2
f i ‘f'3

Figura 11.13: Ubicacién de las raices del sistema compensado.

Comparacion de la respuesta del sistema compensado y nho compen-
sado ante una entrada escaldén unitario y rampa mediante MATLAB

Respuesta ante el escalon

% ***** Respuesta a escaldn unitario de sistemas

compensado y no compensado*****

numl = [12.287 23.876];
denl = [1 5.646 16.933 23.876];
num = (10);
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den = [ 1 1 10];
t = 0:0.05:5;
cl = step(numl, denl,t);

c = step(num,den, t) ;
plot(t,cl,’'-",t,c, 'x")
grid

title('Respuesta a escaldédn unitario de sistemas
compensado y no compensado’)

xlabel ('t Seg’)

ylabel (’Salidas cl y c')

Comparativa sistema con y sin compensador

1.8
Sin compensador
16 Con compensador| -
14 F
127
2 4 L
g %
‘E 0.8
06
04
0.2 [
0 i
0 4 4 6 8 10 12

Tiempo (s}

Figura 11.14: Respuesta, ante el escalén, del sistema compensado y sin com-
pensar.

Respuesta ante una senal rampa

Frx*x** Respuesta a una senal rampa del sistema com-—
pensado** ***

numl = [12.287 23.876];

denl = [1 5.646 16.933 23.876 0];

t= 0:0.05:5;
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cl = step(numl,denl,t);

plot (t,cl,’'—-",t,t,".")

grid

title('Respuesta a una rampa unitaria de los siste-
mas compensado’)

xlabel ('t Seg’)

ylabel (’Entrada en Rampa Unitaria y Salidas cl y
c’)

_ Respuesta del sistema compensado ante una entrada rampa
5 T T T T T -

salida yit)
refarencia r(t)

Salida y(t)
[N
(4,

] 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo (s)

Figura 11.15: Respuesta ante una sefial rampa del sistema compensado.

11.4. Compensacion en atraso

Técnicas de compensacion basadas en la ubicacion de las raices
(atraso)

En esta situacion, la compensacién implica principalmente aumentar la ga-
nancia en lazo cerrado sin causar cambios significativos en las propiedades de
la respuesta temporal. Esto hace que no sea preciso hacer cambios importantes
en relacion con a la ubicacién de las raices cercanas a los polos dominantes en
lazo cerrado, sino mas bien aumentar la ganancia en lazo abierto segin sea ne-
cesario.
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Asumiendo que el compensador de retardo sea:

—~ Ts+1 —~s+#%
G(s) =K f— =K, —
c( ) c ﬂTS +1 CS + B%
Si se encuentran muy cerca el cero y el polo del compensador de retardo, en

s = s1, podemos decir que las magnitudes s; + (1/7") y s1 + [1/(B8T)] son casi
iguales.

|Ge(s1)] =

P 1 —
K S1+ 4 ‘ :+Kc

it

Para que el angulo de retardo sea pequefio:

I |
‘ /.';,+}
= 5% | 1

[+ 3

| I i)

< {J”

Un aumento en la amplificacién conlleva un aumento en las constantes de
error en el estado estacionario. Si la funcién de transferencia en lazo abierto
del sistema sin compensar es G(s), entonces la constante de error estatico de
velocidad K, del sistema no compensado es

= 1,
K, lim sG(s)
Ahora para el sistema compensado en lazo abierto obtenemos:
K, = lim sG.(s)G(s) = lim G¢(s)K, = K,8K,
s—0 s—0

Donde K, es la constante de error de velocidad estéatica del sistema no com-
pensado.

La principal desventaja de la compensacién de atraso es que el cero del com-
pensador que se generara cerca del origen da lugar a un polo en lazo cerrado en
ese punto, lo que provocara que el tiempo de establecimiento aumente.

Procedimiento

1. Dibuje la gréfica donde se aprecie la ubicacion de las raices para el sistema
no compensado.
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2. Asuma que la funcién de transferencia es la siguiente:

o~ ls+]_ As+l
- K _ T
Ge(s) = CBBTS 1 ey ﬁlT

3. Calcule la constante de error en estado estable definida en el problema.

4. Determine el incremento del error en estado estable necesario para cumplir
con las especificaciones.

5. Encuentre el polo y el cero del compensador que producen la ganancia del
error en estado estable sin alterar la ubicacién de las raices originales.

6. Dibuje una nueva gréfica con la ubicacién de las raices en el sistema no
compensado y ubique los polos dominantes en lazo cerrado.

7. Ajuste la ganancia del compensador para que los polos dominantes en lazo
cerrado se encuentren donde deseamos.

A 4

G(s)

h J

- Q}—» Ge(s)
A

Figura 11.16: Sistema de Control.

Ejemplo
La funcién de transferencia es:

1.06
G = G DeT )

Funcién de transferencia en lazo cerrado:

C(s) 1.06

R(s) s(s+1)(s+2)+1.06
Los polos en lazo cerrado son:

s = —0.3307 £ 50.5864

» El factor de amortiguamiento en lazo cerrado es igual £ = 0.491.
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= La frecuencia natural no amortiguada en lazo cerrado es w, = 0.673
rad/seg.

» La constante de error estatico de velocidad es K, = 0.53 seg™ .

Se pide incrementar la constante de error estatico de velocidad a 5 seg™*
Para incrementar la constante de error estatico de velocidad en un factor de 10,
se selecciona 5 = 10 y se coloca el cero y el polo del compensador de retardo
ens=—0.00ys=—0.005.

Se obtiene asi una nueva funcioén de transferencia

— s+ 0.05
G =K.———
o(8) = Ke 5005
TN 1.06
— ] T
Nt s(s+1)(s+2)

Figura 11.17: Sistema de control.

jw ' 3

Polos en lazo /
cerrado

Figura 11.18: Ubicacion de las raices en lazo cerrado.

Funcion de transferencia del sistema compensado en lazo abierto:
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5+0.05 1.06
“ $+0.005 s(s+1)(s+2)

K. =0.966

Figura 11.19: Sistema de Compensado.

—~ s+ 0.05 1.06
c = Kc
Ge(s)G(s) s+0.0055(s+ 1)(s + 2)

B K(s+0.05)
~ 5(s+0.005)(s + 1)(s +2)

Donde:

K = 1.06K,

Ubicacion de las raices del sistema compensado y no compensado
(MATLAB)

7

& ***** TLugar de las raices del sistema compensado
y no compensado ***x*x

% *x*** Tntroduzca los numeradores y denominadores
de los

% sistemas compensado y no compensado ****x*

numc = [1 0.05];

denc = [1 3.005 2.015 0.01 07;
num = [1.06];
den = [1 3 2 0];

% *** Introduzca la orden rlocus. Represente el lu-
gar de las raices de ambos sistemas***
rlocus (numc, denc)

hold on

rlocus (num, den)

v = [-3 1 -2 2]; axis(v); axis(’'square’)
grid on

title(’'Lugares de las raices de los sistemas com-—
pensado y no compensado’)
hold
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Current plot released

% ****x* Represente el lugar de las raices del sis-—
tema compensado cerca del origen ****x*

rlocus (numc, denc)

v= [-0.6 0.6 -0.6 0.6]; axis(v); axis(’'square’)
grid on

title(’'Lugar de las raices del sistema compensado
cerca del origen’)

Root Locus

8 4 2 0
Real Axis [secondsJJ

. i : : 7
0.76 064 05 034 018 i
A o 7
086 o
4 /
. i
- 0.94 4
n ¢
Qg /
S |osss /
g /
ST B 5 4 weglomips
<
g |poss
£,
52
£ 0.84
4
086 - .
076 064 . 05 ‘034 016
2

Figura 11.20: Ubicacién de las raices del sistema original y compensado.

Los polos se obtienen a partir de la nueva grafica de la ubicacién de las raices
del modo siguiente:
s1 = —0.31 + j0.55
sg = —0.31 — j0.55

Cabe recalcar que esto aplica solo si el factor de amortiguamiento en los nue-
vos polos no cambia.

Ganancia K (lazo abierto):

K = | s(s+0.005)(s+1)(s+2)
54-0.005

s=—0.31+40.55
K =1.0235
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Por lo tanto, la ganancia de compensador de atraso se obtiene de la siguiente
manera:

— K 1.0235
K = —_——
106  1.06
Entonces la funcién de transferencia del compensador de atraso es:

= 0.9656

s+ 0.05 20s +1
— 0.9656— 20 _ 96560~
Ge(s) = 0.9656 0z 2005 + 1

Funcion de transferencia del sistema compensado en lazo abierto:

Grs) = OB +005) 5.12(20s + 1)
B S5+ 0.005)(s + 1)(s +2) (2005 + 1)(s + 1)(0.55 + 1)

El valor de K, es:

K, = lim sG1(s) = 5.12seg™!
s—0
Aumentando la velocidad:

5.12
G ja = —— = 9.66
anancia 0.53
Con esto se puede concluir que se logro con lo estipulado en el gjercicio, lo

cual era incrementar K, hasta 5 seg~!.

La frecuencia natural no amortiguada de los polos dominantes en lazo cerra-
do del sistema compensado es w,, = 0.631 rad/seg.

Este valor es aproximadamente un 6 % menor que el valor original, que era
wy, = 0.673 rad/seg.

Con esto se puede interpretar que la respuesta temporal del sistema com-
pensado sera mas lenta que la del sistema no compensado (original).

Respuesta ante la rampa de los sistemas original y compensado
(MATLAB)

% ***** Respuesta a una rampa unitaria de sistemas
compensado y no compensado ****x

numc = [1.0235 0.0512];

denc = [1 3.005 2.015 1.0335 0.0512 07];
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num = [1.06];

den = [1 3 2 1.06 0];

% ****x* Especifique el rango de tiempo (tal como t %
0:0.1:50) e introduzca

% la orden step y la orden plot. ***x*%*
t= 0:0.1:50;

cl =step (numc, denc, t) ;

c2 =step (num, den, t) ;
plot(t,cl,’'=",t,c2,".",t,t,'-")

grid

ylabel ('Salidas cl y c2')

Respuesta del sistema compensado y no compensado

Compensado
Mo Compensato

25|

Salida yit)
o

05|

a 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 &
Tiempo (s)

Figura 11.21: Respuesta ante la rampa de los sistemas original y compensado.

Conclusién
Se comprueba que el error en estado estable es mucho menor en el sistema

compensado que en el sistema sin compensar.

Respuesta ante el escaléon de los sistemas original y compensado
(MATLAB)

% ***** Respuestas escaldn unitario de sistemas
compensado
% y no compensado **x***
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numc = [1.0235 0.05127;

denc = [1 3.005 2.015 1.0335 0.0512];
num =[1.067];

den =[1 3 2 1.06];

t= 0:0.1:40;

cl =step (numc, denc, t) ;

c2 =step(num, den, t) ;

plet (t,el, "=7,t,@2;, " -")

grid

title ('Respuesta a un escaldén unitario de sistemas
compensado y no compensado’)

xlabel ('t Seg’)

ylabel ('Salidas cl y c2')

Respuesta del sistema compensado ante una entrada escalon
4 T T T T T T

] 2 4 B ) 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)

Figura 11.22: Respuesta ante un escal6n unitario de los sistemas compensado y

original.

11.5. Compensacion en atraso - adelanto

Este tipo de compensacién lo que hace es acelerar la respuesta e incremen-

tar la estabilidad del sistema que se esté analizando.

Si se desea mejorar tanto la respuesta temporal como la respuesta en inva-
riable, deben aplicarse al mismo tiempo un compensador de adelanto y un com-
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pensador de atraso. Cabe recalcar que es mas econdémico utilizar Unicamente
un compensador de atraso-adelanto antes que hacerlo de forma individual cada
uno de ellos.

Técnicas de compensacion basadas en la ubicacion de las raices
(atraso-adelanto)

Considere el siguiente sistema para un compensador de atraso-adelanto:

1
S—‘rTf1 S+T2

I5] (T18 + 1)(T28 + 1)
= K,( z
S+T1 S—f‘@

v (Ls+1)(BTas +1)

Donde § > 1y v > 1. Ademas, debemos tener presente las siguientes
situaciones

Ge(s) =

1.7#8
2.y=p

Para el primer caso donde se especifica: v # 3

El disefio parte de la fusién del disefio de un compensador de adelanto, ri-
giéndonos a los pasos que se detallan a continuacion:

1. Determinar la ubicacién de los polos del sistema en lazo cerrado, los mis-
mos que deben cumplir con las condiciones establecidas.

2. Usar la funcién de transferencia del sistema original en lazo abierto, para
hallar la deficiencia del angulo, tal cual como el disefio de un compensador
de adelanto.

3. Asuma un valor de 75 lo bastante grande como para que la magnitud de la
parte de retardo se acerque en gran porcentaje a 1.

4. Determine el valor de 8 que logre satisfacer a K, en caso que se nos es-
pecifique como parte de las condiciones en la parte inicial.
El valor de K, lo obtenemos con la siguiente formula:

K, = lim sG.(s)G(s)
s—0
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,@ »| Gc(s) > G(s) >

Figura 11.23: Sistema de control.

s+Ti1 s—i-:%2

S+Tl1 S'f‘@

K, = lim sK.(
s—0

K, = lim chéG(s)
s—0 Y
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Capitulo 12

El control PID

12.1. Acciones de Control

En algoritmos de control, el regulador PID es el mas popular, el mas docu-
mentado y el mas utilizado a nivel comercial e industrial. Dentro de su definicion
matematica resulta:

u(t) = Kle(t) + T /_ e(r)dr + Td%] + up

Debido a que existe parte integral, el término Ae(t) = e(t), se forma esta
igualdad. Por lo consiguiente, el regulador queda de la siguiente forma:

1
R(s) =K1+ — +1Tys
() = K (14 -+ Tas)
Cuya condicion para que las raices del numerador sean valores reales es
T; > 4Ty, una representacion paralela de nuestro PID es:

K
R(s) = Kp + ?f + Kps

Donde:

K p es la constante proporcional
K7 es la constante integral

K p es la constante derivativa

Accién proporcional (P)

La accién proporcional es una mejora del control anterior. Actia més cuanto
mayor sea el error:

u(t) = Kge(t) + up
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Kp

Iy

E(s) K; Uls

Figura 12.1: Sistema de Control.

Urnax

Figura 12.2: Accion proporcional.

La desviacion uy es ajustable, aunque normalmente se toma

Umin T Umaz
2
Nétese que, cuando el error es muy grande, se comporta como un control
todo - nada, por lo que, si el sistema esta mal disefiado, entrara en modo oscila-
torio. Al linealizar, la ecuacién del controlador resulta:

up =

u(t) = Kgre(t)

En el dominio de Laplace:

R(S) = KR

Al variar Kg varian los polos del sistema realimentado, dentro de la zona
definida por el lugar de las raices. Puede existir error de posicion en régimen
permanente, si el sistema en bucle abierto es de tipo cero.
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Figura 12.3: Accién proporcional.

De cara a ajustar el parametro del controlador:

= Interesa K grande, para conseguir e, pequefio ante entradas en la refe-
rencia y en la perturbacién.

» Interesa K pequeno, para mejorar la dindmica y no amplificar el ruido.

Por tanto, en el disefio habra que buscar siempre un compromiso entre es-
pecificaciones dindmicas y estaticas. Notese que también podria interesar tener
una version de este regulador con zona muerta. Sin embargo, ello conduciria a
un controlador no lineal, cuyo estudio se sale del objetivo de este libro.

Finalmente, y como ya se indicé en el capitulo de errores en régimen per-
manente, recuérdese que el error de partida debe ajustarse a cero para que el
regulador funcione correctamente.

Accion integral (1)
La accién integral se utiliza para mejorar la precision:

u(t) = Kle(t) + — /t T e(r)dr] + u
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Es decir:

0
u(t) = Kle(t) + 1/ e(T)dr]
T Jy
A este controlador se le conoce como regulador Pl. Tiene dos parametros
ajustables: la constante proporcional K y la constante de tiempo integral 7;. El
regulador elimina el error de posicion, ya que sigue actuando mientras el error no
sea nulo.

Ayit) t [\ N 1

Figura 12.4: Accion integral.

Por este motivo, las sefales de error absoluta e incremental coinciden, ya
que ahora e¢g = 0. Sin embargo, hace mas enérgica la accién de control, por lo
que tiende a empeorar la dinamica. La funcién de transferencia del regulador se
obtiene como:

U(s) = K(1+ Tts)e(s)
Es decir:
R(s) = K(1+ Tts)

De cara al posterior ajuste de los parametros de regulador, resulta mucho
mas cdmodo que aparezcan explicitamente los polos y ceros del regulador:

1

s+ =
R(s)=K—2=
s

Por lo que se suele expresar de la forma siguiente:

s+ a
S

R(S) = KR
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Accion derivativa (D)

La accién derivativa se utiliza para mejorar la dinamica:

u(t) = K(e(t) + Td%) + up

Es decir:
u(t) = Kle(t) + Tyé(t)]

Donde T, es la constante de tiempo derivativa de este regulador PD. Ob-
sérvese que el regulador P deja de actuar cada vez que el error pasa por cero,
mientras que aqui no es asi.

Ay(t)

Figura 12.5: Accién derivativa.

La parte derivativa se anticipa, actuando como un predictor:

1
e(t+Ty) =e(t) + Tye(t) + gTdé(t) + ...
Por lo que:

u(t) =~ Ke(t + Ty)

Aplicando la transformada de Laplace, se obtiene:

U(s) = K(14 Tys)e(s)
Es decir:

R(s) = K(1+ Tys)

También aqui se prefiere, de cara al ajuste de los parametros del regulador,
utilizar la expresion alternativa

R(s) = KTy(s + ;d)
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Esto es:

R(s) = Kn(s +b)

Obsérvese que se trata de un regulador no realizable fisicamente. Ademas,
la adicién de este cero en bucle abierto estabilizara el sistema realimentado.

By(t) Ta=0.1

Figura 12.6: Accién derivativa.

12.2. Ajuste de controladores PID

Para realizar el ajuste de nuestros reguladores PID tenemos dos procedi-
mientos: método empirico y método analitico.
Método Experimental

Es aquel que permite el célculo numérico moderado para los distintos para-
metros de que consta un regulador PID.

-0 ) B ) [ | Gl B

H(s) |———l——————

Figura 12.7: Diagrama de bloques de ajuste experimental.

Métodos de Ziegler - Nichols para Ajuste Experimental
Método |

El primer método para realizar el ajuste se trabaja en bucle abierto y es ideal
para sistemas sobreamortiguados (£ > 1).
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B C(s) = G(s) B

Figura 12.8: Control en lazo abierto para aplicar el | método Z-N.

A este sistema que esta en bucle abierto le damos una respuesta escalén
unitario y con la grafica resultante obtenemos los valores de T;, y T5,.

Ayo(t)

e Ke

Figura 12.9: Respuesta del sistema ante escalon unitario.

Una vez que hemos hallado los datos experimentales y hemos convertido
nuestro sistema en lazo cerrado, utilizamos la tabla que se nos indica y con ello
obtenemos los parametros para nuestro regulador, el cual tendra un comporta-
miento dindmico razonable.

Tabla 12.1: Método |: Valores de K, T; y Tj.

K T, T,
1 T,

Plwr | - ]
09T,

PI | B2%e 3337, | -

PID 11?2:% o7, | 05T,

En esta configuracion de nuestro PID, un caso general es que las constantes
de tiempo T; = 47T}, dando lugar a un cero doble en la funcidon de transferencia.

No siempre es aplicable este método, ya que debemos realizar un lazo abier-
to a nuestro sistema. Otro problema es que no todos los sistemas en lazo abierto
son sobreamortiguados.
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Método Il

Lo aplicaremos a sistemas en lazo cerrado, subamortiguados (0 < £ < 1) e

inestables.
A
AWAWAW"
v 3 T |

\
L \
T T I

TCF

Ayo(t) |

Figura 12.10: Respuesta del sistema ante escalén unitario.

Al K., lo denominamos asi debido a que es el valor critico con el cual nuestro
sistema entra en una condicién oscilatoria necesaria para poder hallar nuestro
T.r, que no es mas que el periodo de las oscilaciones sostenidas, se recomienda
tener al menos tres oscilaciones constantes si el sistema no se vuelve oscilatorio
completamente.

Tabla 12.2: Método IlI: Valores de K, T; y Tj.

K T Ty

P | 05K, - -

Pl | 0.45K,, | 0.85T, -

PID | 0.6K. | 0.51, | 0.125T,

12.2.1. Ajuste analitico de controladores PID por asignacion de po-
los

Para este control vamos a suponer que tenemos el modelo matematico (fun-
cion de transferencia) que representa nuestro proceso real y que esta FT es de
segundo orden:

_ K -w?
82 4 2Cwys + w2

G(s)
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&
g

0.5K,,

Figura 12.11: Plano complejo.

Donde K es la ganancia del sistema, w,, es la frecuencia natural del sistema,
¢ es el factor de amortiguamiento.

Vamos a utilizar la ecuacién del controlador PID en paralelo. (Nota: Es la que
se utiliza en el libro.)

K.
C(s) = Ky + — + Ky4s
S
Normalizando la ecuacién del controlador:

. Kd82 + Kps + K;
S

C(s)

Asignamos ambas funciones de transferencia G(s) y C(s) a variables que
representan polinomios, de la siguiente forma:

G(s) Kw? k A
S) = = — —
s2+20wps + w2 s2+as+b B

Kd82+KpS—|—Ki d282 + dis+ dy D
C(S) = = = —
] S E

Donde sabemos que la funcién de transferencia de lazo cerrado viene dado

por:

_ C(s)-Gls)
H(s) = 14+ C(s)G(s)

Reemplazando y simplificando:
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=
[][svBS

- DA
_1+E%  EB+ DA

H(s)
Ahora solo nos resta reemplazar los valores de los polinomios:

(d252 +dis+ do)k‘

H(s) =
(5) s(s2 4+ as+b) + (d2s? + dys + do)k

( ) k(dQSQ + d18 + do)
S) =
s3 + (a+ kd2)s? + (b + kdi)s + kdy
Llegamos a una funcién de transferencia de tercer orden. Ahora solo nos
falta asignar los polos a nuestro controlador para que la funcion de transferencia

H (s) se comporte como nosotros queremos. Para eso definiremos una ecuacion
caracteristica dominante de segundo orden.

Py(s) = s* + hys + hy

P,(s) es el polinomio o ecuacién caracteristica deseada. Contiene los dos
polos dominantes que van a gobernar la dindmica de mi sistema. Notemos que
como en H(s) tenemos una funcién de transferencia de tercer orden, debere-
mos completar el polinomio deseado con un polo rapido (p1) (bien alejado del eje
imaginario), el cual sera un polo insignificante que no afectara mucho al compor-
tamiento dado por los dos polos dominantes.

Pd(s) = (82 + h18 + hQ)(S +p1)

Hacemos el producto de los polos y asi llegamos a una ecuacién caracteris-

tica deseada:
Pd(S) = 83 + 04182 + s + a3

Entonces se toman las dos ecuaciones caracteristicas (denominador) de H (s)
y de P;(s) y se las iguala. Con esto se puede determinar cuales seran nuestras
contantes K, K;, Kg.

s34 (a+ kdy)s® + (b+ kdy)s + kdy = s> + a15* + ags + a3

Igualando coeficientes:

a—|—k‘d2:a1
b+k‘d1:a2
kdy = a3
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Reemplazando valores del controlador:

a+k-Kg=m
b+ k- -Kp,=as
k- Kz = (3
Resolviendo:
—-b
K, =2
«
K; = ;
a1 — a
K, =
d k
Ejemplo

Realice la sintonizacién del controlador PID de la siguiente funcién de trans-
ferencia aplicando la asignacion de polos:

B 0.0007
524 0.02481s + 0.0003375
Las condiciones de diseno:

G(s)

= Tiempo de establecimiento de 250 segundos

= Sobrepico del 5%

Solucion:

Datos:

ts =250 s
M,=5%
El factor de amortiguamiento es:

-7
M, = 100e v1-¢*

Despejando ( y sustituyendo valores:
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log(Mey2
= | 9Gb) g 667

72 + log(155)?
Estableciendo la tolerancia permitida en el estacionario como 2 %, podremos
determinar la frecuencia natural del sistema:

Wy, = 4 = 0.02398
Cts
Con estos datos podemos montar nuestra funcién de transferencia de lazo
cerrado deseada, que tiene los polos ubicados justo donde queremos para que
el sistema tenga el comportamiento deseado. Suponiendo que la ganancia K es
igual a 1.

2
Kuw;,

Gls) = 82 + 2Cwy s + w2

B 0.0005750
524 0.03199s + 0.0005750

G(s)

Ecuacién caracteristica:

Pxg = s% + 0.03199s + 0.000575

Con los siguientes polos complejos conjugados:

p1,2 = —0.015995 £ 0.017875

Se escoge un polo no dominante 10 veces mas alejado de los polos comple-
jos conjugados:

p3 = 10Real(—0.015995 £+ 0.017875) = —0.15995

La ecuacion caracteristica deseada de tercer orden viene dada por:

Py = (s> +0.03199s + 0.000575)(s + 0.15995)

P; = s34+ 0.191945 + 0.0056918s + 0.00009198

Igualando los coeficientes:

§% + (a+kdg)s* + (b+kdy)s + kdy = s> +0.191945 4-0.0056918s 4 0.00009198
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Se tiene que los parametros del control PID por asignacion de polos, resol-
viendo el sistema de ecuaciones, son:

_0.1919 — 0.02481

Ky 00007 = 9238.7
0.0056918 — 0.0003375
K. — =17.65
P 0.0007
0.00009198
= " —(.1314
! 0.0007

Por tanto el controlador resulta ser:

238.7s? + 7.65s + 0.1314

C(s)

Salida y(t)
= =
o o=

=]
=

_S_ls-tema slﬁ_r-;l.!-."- |
— Sistema con PID

o
ha

0 I I | | |
] 50 bl 150 200 250 300 350 AD0 450

Tiempo (s)

Figura 12.12: Sistemas realimentados sin y con controlador PID sintonizado.
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Contracubierta

Teoria Clasica de Control Automatico

¢ Quieres dominar el arte del Control Automatico? Descubre los secretos de
la Teoria Cléasica con este libro imprescindible.

En un mundo cada vez mas automatizado, comprender los principios funda-
mentales del Control Automatico es esencial. Gabriel Moreano y Julio Tafur, des-
tacados docentes universitarios, junto con el estudiante destacado Angel San-
chez, presentan una guia completa que desentrafia los misterios de la Teoria
Clasica de Control Automatico. Desde los conceptos basicos hasta estrategias
avanzadas de sintonizacién, este libro es la clave para dominar el control de sis-
temas dinamicos.

Transicion: "Teoria Clasica de Control Automéatico"te facilita este viaje educa-
tivo. Gracias a este libro:

1. Comprenderas los sistemas y sefales que gobiernan el mundo del Control
Automatico.

2. Aprenderas las técnicas de modelado esenciales para representar siste-
mas de la vida real.

3. Exploraras la respuesta temporal de los sistemas y comprenderas como
afecta a su comportamiento.

4. Profundizaras en los sistemas de primer y segundo orden, asi como en
aquellos de orden superior.

5. Resolveras los errores de régimen permanente y aplicaras estrategias para
mejorar el rendimiento.

6. Utilizaras el Lugar de las Raices como herramienta poderosa para el disefo
de sistemas de control.

7. Iniciaras tu camino en el mundo de los controladores, desde su introduccion
hasta los controladores PID.
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Este libro cuenta con la experiencia académica de Gabriel Moreano y Julio
Tafur, reconocidos docentes universitarios en el campo del Control Automatico.
Ademas, se enriquece con la perspectiva fresca y entusiasta de Angel Sanchez,
un estudiante destacado con un futuro prometedor en la disciplina.

Respaldado por instituciones educativas de renombre, este libro se beneficia
del respaldo académico de reconocidas universidades.

Asi que no tienes excusa. Por menos de lo que vale un material de estu-
dio convencional, dominaras la Teoria Clasica de Control Automatico. Descubre
los secretos que te permitiran disefnar sistemas de control efectivos, sintonizar
controladores PID como un experto y asegurar un rendimiento 6ptimo en tus
aplicaciones. jHazte con el libro ahora y conviértete en un maestro del Control
Automatico! No te arrepentiras.
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{Quiere dominar el arte del control automatico? Descubra los
secretos de la teoria clasica con este libro imprescindible

En un mundo cada vez masautomatizado, comprenderlos principios fundamentales
del control automatico es esencial Este libro desentrana los misterios de la teoria
clasica de control automatico, desde los conceptos basicos hasta las estrategias
avanzadas de sintonizacién, lo que lo convierte en una herramienta clave para
dominar el control de sistemas dinamicos.

Gracias a la lectura de Teoria clasica de control automdtico se adentrara en todo un
viaje educativo:

Comprendera los sistemas y sehales que gobiernan el mundo del control
automatico.
Aprendera las técnicas de modelado esenciales para representar sistemas
de la vida real.
Explorara la respuesta temporal de los sistemas y comprendera como afecta
a su comportamiento.

+  Profundizara en los sistemas de primer y segundo orden, asi como en aquellos
de orden superior.
Resolvera los errores de régimen permanente y aplicara estrategias para
mejorar el rendimiento.

«  Ulilizara el lugar de las raices como herramienta poderosa para el disefic
de sistemas de control.
Iniciara su camino en el mundo de los controladores, desde lo mas basico
hasta los controladores PID.

Este libro cuenta con la experiencia académica de Gabriel Moreano y Julio Tafur,
reconocidos docentes universitarios en el campo del control automatico. Ademas,
se enriquece con la perspectiva frescay entusiasta de Angel Sanchez, un estudian-
te destacado con un futuro prometedor en la disciplina. Asimismo, la obra esta res-
paldada por instituciones educativas de renombre, por lo que cuenta con el apoyo
académico de reconocidas universidades.

No espere mas para convertirse en un maestro del control automatico. Con este libro
descubrira los conceptos fundamentales de la teoria clasica de control automatico,
que Le permitiran disenar sistemas de control efectivos, sintonizar controladores PID
como un experto y asegurar un rendimiento dptimo en sus aplicaciones,
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